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Priebeh celostatneho kola

Celostatne kolo 36. roénika Olympiddy v informatike, kategérie A, sa kond v dnioch 25.-26. marca 2021. Na
riesenie dloh prvého, teoretického dna maju sataziaci 4,5 hodiny cistého ¢asu. Rozne tlohy riesia sufaziaci na
samostatné listy papiera. Akékolvek pomécky okrem pisacich potrieb (napr. knihy, vypisy programov, kalku-
lacky) su zakdzané.

Co ma obsahovat riesenie tlohy?

e Slovne popiste algoritmus. Slovny popis riesenia musi byt jasny a zrozumitelny i bez nahliadnutia do
samotného algoritmu/programu.

e Zdoévodnite spravnost vasho algoritmu.

o Uvedte a zdovodnite jeho ¢asovi a pamétova zlozitost.

e Podrobne uvedte dolezité casti algoritmu, idedlne vo forme programu v nejakom beznom programovacom
jazyku.

e V pripade, ze pouzivate vo svojom programovacom jazyku kniznice, ktoré obsahuji implementované datové
struktury a algoritmy (napr. STL pre C++), v popise algoritmu strucéne vysvetlite, ako by ste napisali
program s rovnakou ¢asovou zlozitostou bez pouzitia kniznice.

Hodnotenie rieSeni prvého (teoretického) diia

Za kazdu dlohu moézete ziskat od 0 do 10 bodov.

Pokial nie je v zadani povedané ina¢, najdoleZitejSie dve kritérid hodnotenia st v prvom rade spravnost a
v druhom rade efektivnost navrhnutého algoritmu. Na vyslednom pocte bodov sa méze prejavit aj kvalita
popisu riesenia a zdoévodnenie tvrdeni o jeho spravnosti a efektivnosti.

Efektivnost algoritmu posudzujeme vypocitanim jeho ¢asovej zlozitosti — funkcie, ktorda hovori, ako dlho vyko-
nanie algoritmu trva v zavislosti od velkosti vstupnych parametrov. Nezavisi pri tom na konstantnych faktoroch,
len na radovej rychlosti rastu tejto funkcie.

V zadani tlohy mézu byt uvedené limity na velkost premennych. Tieto mdzete pouzit na odhad toho, ako dobré
vase rieSenie je. Na pocitaci, ktory vykona miliardu instrukcii za sekundu, vyriesi vzorové riesenie lubovolny
povoleny vstup nanajvys za niekolko sekind.
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A-111-1 Dobijacie stanice

V Absurdistane je n osad. St ocislované od 1 po n. Medzi niektorymi dvojicami osad vedu cesty. Ciest je presne
n — 1 a st postavené tak, aby sa po celom Absurdistane dalo po nich cestovat — maji teda stromovi topoldgiu.
Vsetky cesty maji priblizne rovnaki dizku.

Sejk Milko si kipil elektromobil. Ten vie na jedno nabitie prejst nanajvys po k cestach. V niektorych osadéch
st dobijacie stanice. V hociktorej takej osade si Milko mdze svoje auto dobif a potom pokracovat v ceste.

Navrhnite ¢o najefektivnejsi algoritmus, ktory spocita, kolko existuje usporiadanych dvojic (z,y) osdd takych,
Ze x # y a ak Milko za¢ina v osade x s plne nabitym autom, vie sa dostat do osady y. (Tato cesta mdze zahfnat
Tubovolne vela zastdvok na dobitie auta. Zac¢iatoénd osada x nemusi mat dobijaciu stanicu.)

Format vstupu a vystupu

V prvom riadku vstupu st celé ¢isla n, k a d. V druhom riadku je d roznych celych ¢isel: ¢isla osad, v ktorych
st dobijacie stanice. Zvysok vstupu tvori zoznam ciest — pre kazdu st uvedené ¢isla osad, ktoré spéaja.
Na vystup vypiste jedno ¢islo: hladany pocet dvojic, odkial kam sa da dostat elektromobilom.

Priklady

vstup vystup
520 [16 \
19 Obrazok vlavo. Nemame ziadne dobijacie stanice.
1 3 Dvojice (2,4), (2,5), (4,2) a (5,2) st zlé: napr. ak
34 Milko zacne v osade 4 a chce sa dostat do osady 2,
35 musel by postupne prejst po troch cestdch (4-3-1-2),

aj plne nabité auto vsak zvladne len dve cesty.
@
O—0—E——0E—®

vstup vystup
631 30 \
Lll 5 Obrazok vpravo. V tejto krajine sa da elektromobi-
5 3 lom cestovat medzi Tubovolnymi dvomi mestami. Ob-
34 Cas (napr. pri ceste z 1 do 6) to vyzaduje zastavku v
35 osade 4 na dobitie auta.
56

Obmedzenia a hodnotenie

Mozete predpokladat, ze n > 2, 1 <k <n—1a 0 <d < n. Mozete tiez predpokladat, ze k je malé: k < 100.

Na plny pocdet bodov staci ndjst rieSenie dostatocne efektivne pre n < 300000. (Existuji aj este lepsie rieSenia,
ktoré nepotrebuji predpoklad, Ze k je malé — za takéto riesenie vSak uz nedostanete ziadne body navyse.)

Za riesenie efektivne pre n < 10000 bude nanajvys 6 bodov, za rieSenie efektivne pre n < 1000 nanajvys 4 body.
Za efektivne riesenie pre velké n, ktoré ale funguje len za predpokladu d = 0 (ziadne dobijacie stanice), viete
ziskat nanajvys 3 body.
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A-I11-2 Z3akladne na Marse

Navzdory vsetkym ocakévaniam bola misia na Mars tspesnd: kozmonauti kocirkovskej amatérskej vesmirnej
agentury KASA spravili dalsi velky krok pre Tudstvo.

Teraz uz maji na Marse postavenych v vysielacov a prisla doba, kedy treba niekde postavit zakladnu. Aby mala
zékladna dobré spojenie so Zemou, musime ju postavit vo vnitri nejakého trojuholnika, ktory ma vo vrcholoch
vysielacCe, a nasledne vSetky tri tieto vysielace prepojit so zdkladnou.

Na vstupe dostanete v + z bodov v rovine: najskor suradnice vsetkych vysielacov a nasledne z moznych poloh
zékladne. Pre kazdu polohu zdkladne bud najdite Tubovolné tri vysielace také, ze zdkladna lezi v nimi urcenom
trojuholniku, alebo podajte spravu, ak taka trojica vysielacov neexistuje.

Format vstupu a vystupu

V prvom riadku vstupu si éisla v a z. ZvySok vstupu tvoria stiradnice jednotlivych bodov (najskor vysielace,
potom potencidlne zdkladne).

Mbzete predpokladat, ze zadané body st vo vSeobecnej polohe: ziadne dva nie st totozné a ziadne tri nelezia
na priamke.

Pre kazdu potencidlnu zdkladiu vypiste bud trojicu ¢isel z mnoziny {1,...,v} (poradové ¢&isla vysielacov, ktoré
tvoria jeden mozny hladany trojuholnik) alebo spravu ,neexistuje.

Priklady
vstup output

52 154

00 neexistuje

0 4

4 4

40

32 s

21

-13 4oB ,?c

Bodky na obrazku predstavuji vysielace, kriziky su y :

potencialne zakladne. Zakladna U lezi napr. v troj- x 3 !

uholniku ADE (¢o su zédkladne ¢islo 1, 4 a 5) alebo ;

v trojuholniku ACD (1, 3, 4). Zédkladila V' nelezi vo , S E .

vniitri ziadneho trojuholnika z vysielacov. TN :
t At X ~
A ":”/' “\iD

1 0 1 2 3 b

Obmedzenia a hodnotenie

Mbzete predpokladat, Ze v > 3 a Ze vetky stradnice st celé &sla v absoliitnej hodnote neprevysujice 10°.
Plnych 10 bodov mobzete dostat za riesenie efektivne zvladajice vstupy s v, z < 100 000.

Nanajvys 7 bodov mozete dostat za riesenie efektivne zvlddajice vstupy s v < 100000 a z < 50.

Tiez nanajvys 7 bodov mdzete dostat za riesenie efektivne zvladajice vstupy s v < 5000 a z < 100 000.
Nanajvys 5 bodov mozete dostat za riesenie efektivne zvlddajice vstupy s v < 5000 a z < 10.

Nanajvys 2 body mozete dostat za riesenie efektivne zvladajice vstupy s v < 100 a z < 10.
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A-111-3 Hladanie v externej pamati

Za zadanim tlohy néjdete studijny text. Je totozny so studijnym textom zo zadani doméceho a krajského kola.

V tejto tlohe budeme vyhladavat v mnozine prvkov, ktora je ulozena na disku. Na zaciatku dostanete mnozinu
M prvkov. Ta si moézete predspracovat a ulozit na disk. Nédsledne bude prichddzat vela otdzok. Kazdéd otdzka
sa bude pytat, ¢i sa nejaky prvok y nachadza v nasej mnozine M.

Presnesie, na zadiatku dostanete mnozinu M = {x1,...,x,} prvkov nejakého konkrétneho ale nezndmeho typu.
Prvky tohto typu vieme medzi sebou porovnavat: pre kazdé dva prvky vieme v konstantnom case zistit, ktory
je mensi, resp. ze su rovnaké. Porovnavanie je tranzitivne: ak z <y a y < z, tak aj < z.

O prvkoch mnoziny M nepredpokladajte ni¢ dalsie. Specidlne upozoriiujeme, ze nemusi ist o &isla, a teda nevieme
pracovat s ich hodnotami.

Kazdy prvok zabera konstantne vela miesta, takze do jedného bloku disku sa ich zmesti b.

Podiloha A (3 body).

Zékladné riesenie nasho problému vyzerd tak, Zze si mnozinu M na disk ulozime v usporiadanom poradi a
potom v nej budeme bindrne vyhladévat. Bindrne vyhladdvanie mé casovi zlozitost O(logn). Akd najlepsiu
komunika¢nt zlozitost vieme dosiahnut vhodnou précou s diskom pocas bindrneho vyhladdvania, ako a preco?

Podiloha B (5 bodov).

N4jdite lepSie rieSenie. Je nutné zachovat asymptotickt éasovi zloZitost bindrneho vyhladdvania, ale z4-
roven chcete dosiahnut ¢o najlepsiu komunikaéni zloZitost hladania.

Predspracovanie mnoziny M moéze mat Tubovolnii polynomidlnu ¢asova aj komunikacni zlozitost v zavislosti
od velkosti M. (Teda moZete s mnozinou M spravit ¢okolvek, ¢o vieme spravit rozumne efektivne.) Detaily
predspracovania netreba rozpisovat, sta¢i nam, ked popiSete vysledné uloZenie dat na disku a nésledne algo-
ritmus vyhladdvania v nich. Zdévodnite, ze vas algoritmus ma pozadovanu ¢asova zlozitost a odhadnite jeho
komunikacnu zlozitost.

Podiloha C (2 body).

Dokéazte, ze ziaden iny deterministicky algoritmus nemdze mat rddovo lepsiu komunikac¢ni zlozitost ako vase
rieSenie podilohy B. (Ak ste v podilohe B nenasli optimdlny algoritmus, v tejto podulohe este stéle mozete
ziskat body za dékaz dolného odhadu optimélnej komunikacnej zloZitosti.)

Studijny text: Externa pamat

V tomto ro¢niku olympiady budeme pracovat s datami, ktoré sa tak velké, ze sa nam naraz vsetky nezmestia
do pamite. Budeme teda pisat programy pre pocitac, ktory ma interni aj externi paméf. Tie budeme pre
jednoduchost volat pamdt a disk. Praca s diskom je omnoho pomalsia ako praca s pamétou.

K datam v paméati moézeme pristupovat priamo, tak ako sme zvyknuti z beznych algoritmov. Paméat je vSak
obmedzend, naraz sa do nej zmesti len m ddajov. Kazdy tdaj je nejaké rozumne velké celé &islo.!

Disk je neobmedzene velky. Je rozdeleny na bloky. Kazdy blok obsahuje b idajov. K tymto tdajom nevieme
pristupovat priamo. Vieme robit len dva typy operacii: nac¢itat blok z disku na konkrétne miesto do paméte, a
ulozit konkrétny kus paméte ako blok na disk.

10daj si mozete pre jednoduchost predstavovat ako 32-bitovii celodiselnti premenni. Formalne zvykneme dovolit do tgchto
premennych ukladat ¢isla ktorych velkost je nanajvys polynomidlna od velkosti vstupu — teda napr. ¢islo n3 sa este do premennej
zmesti ale 2" uz nie.
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Ak nebude povedané ina¢, tak jediné, ¢o mdzete predpokladat o parametroch m a b, je, Zze paméft je dostatoéne
velkd na to, aby sa do nej naraz zmestilo konstantne vela blokov. Lubovolny program, v ktorom pouzijete O(b)
pamaéte, je teda v poriadku.

Praca s diskom a iné technické detaily

Konstantu b (velkost bloku) pozndme a mozeme ju pouzivat v programoch.

Na citanie z disku budeme v programoch pouzivat funkciu read (b10k), ktorda dostane poradové ¢islo bloku, ktory
m4 nacitat, nacita jeho obsah do pola a toto pole vrati na vystupe.

Na zéapis na disk budeme pouzivat funkciu write (blok, pole), ktord obsah daného b-prvkového pola zapise do
daného bloku na disku.

Analyza algoritmov

Pri analyze algoritmov v tomto modeli nas budud zaujimat dva hlavné druhy zlozitosti. Prvym je klasickd casovd
zlozitost — pocet krokov vypoctu. Druhym je komunikacnd zloZitost — pocet volani funkcif read a write.
Budeme sa snazit hladat algoritmy, ktoré budi mat (asympoticky) rovnakd ¢asovi zlozitost, ako by mal opti-
mélny algoritmus na klasickom pocitaci (t.j. taky, ktory ma k dispozicii neobmedzené mnozstvo paméte). Sa-
mozrejme, ak mame dva takéto algoritmy, lepsi z nich je ten, ktory mé (asympoticky) mensiu komunika¢ni
zlozitost.

Aby sme sa nemuseli zaoberat malymi patologickymi pripadmi, sta¢i sa pri analyze algoritmov zaoberat situ-
aciou, kde velkost vstupu je rddovo vacsia ako velkost jedného bloku.

Teda ak napriklad spravime nanajvys n/b+ 3 volani funkcie reaq, mozeme +3 prehlésit za zanedbatelne malé v
porovnani s n/b a konstatovat, Ze komunikacnd zloZitost je O(n/b).

Zvlast vas este chceme upozornif na programy pouzivajuce rekurziu. Nezabudnite, ze kazdé volanie funkcie
potrebuje zaznam na zasobniku, a ten sa tiez nachadza v paméti. Pri rekurzivnych algoritmoch treba teda aj
hibku rekurzie ratat do pamétovej zlozitosti a hlavne si treba dat pozor na to, aby ste samotnou rekurziou
neminuli privela pamaéte.

Priklad: maximum

Pracu s diskom si vysktiSsame na jednom z najjednoduchsich moznych prikladov. V paméti mame cislo n. Na
zaciatku disku mame postupnost n kladnych celych éisel. Nasou tilohou je néjst najvicsie z ¢isel na vstupe.
Pre nazornost explicitne pripominame, ze postupnost na disku je rozdelend do blokov: v prvom bloku je prvych
b ¢isel, v druhom dalsich b, a tak dalej. Dokopy teda vstup zabera [n/b] blokov na disku.

Riesenie bude priamociare: postupne po jednom prejdeme vsetky bloky. Kazdy blok nacitame do paméte a
prejdeme vsetky tidaje v nom. Nésledne ho uz nebudeme potrebovat, takze paméft, kde bol ulozeny, jednoducho
prepiseme nasledujiicim blokom.

Nizsie uvddzame ukézkovil implementdciu tohto rieSenia v jazyku Python. (Vo svojich rieSeniach mozete pouzit
Tubovolny bezny programovaci jazyk, detaily pouzitia funkcii read a write si vhodne zvolte.)

# v pamati uz mame:
# - premennu N obsahujucu pocet udajov na vstupe

# - konstantu B oznacujucu velkost bloku na disku
s =0 # pocet uz spracovanych blokov zo vstupu
odpoved = 0 # doterajsie maximum
while s+B < N: # kym sme este nespracovalil cely vstup
data = Read(s) #nacitaj dalsi blok z disku
pocet = min( B, N - s*«B ) # zisti, kolko udajov z neho este patri do vstupu
for i in range (pocet): # prejdi tie udaje a porovnaj s doterajsim maximom
odpoved = max( odpoved, datal[i] )
s += 1 # posun sa na nasledujuci blok

print (odpoved)

O tomto programe vieme povedat nasledovné:

o Jeho casova zlozitost je O(n), teda linedrna od velkosti vstupu. Na kazdy prvok vstupu sa raz pozrieme.
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o Jeho komunikaénd zlozitost je presne [n/b].
e Naraz mame v paméti len jeden blok a konstantne vela pomocnych premennych, paméatovu zlozitost teda
méme naozaj len O(b).

Priklad: test symetrie

V paméti mame ¢islo n. Na zaciatku disku mame postupnost n kladnych celych ¢isel. Nasou tlohou je zistit, ¢i
ide o palindrém — teda ¢i tato postupnost c¢itand odzadu vyzera rovnako ako odpredu.

Ak by n bolo ndsobkom b, bola by implementacia riesenia celkom prijemné: stacilo by porovnat prvy blok s
poslednym, potom druhy s predposlednym, a tak dalej.

So vSeobecnym pripadom bude o Cosi vicsia ostara. Nech teda m dava po deleni b nejaky nenulovy zvysok
z. Potom prvy blok chceme porovnat séasti s poslednymi z idajmi (na zaciatku posledného bloku) a scasti s
predchddzajicimi b — z idajmi (na konci predposledného bloku vstupu).

Predstavme si, ze mame dvoch pracovnikov. Prvy ¢ita vstup zlava doprava, druhy zaroven rovnakym tempom
sprava dolava. Vzdy, ked obaja precitaju ¢islo, porovnaju si ich. Takto implementujeme aj nase riesenie, s tym,
ze kazdy pracovnik si vzdy, ked sa mu minu ¢isla v paméti, vyziada prislusny dalsi blok z disku. Prestaneme,
ked sa obaja pracovnici stretni v strede postupnosti.

Takéto rieSenie bude zjavne mat ¢asovi zlozitost O(n), paméatovi zlozitost O(b) a komunikaéni zlozitost O(n/b).

Priklad: reverz postupnosti

Na zaver studijného textu sa pozrieme na priklad podobny tomu predchadzajicemu. Ako by to vyzeralo, keby
sme chceli postupnost, zadant na vstupe, v paméti obratit? Zjavne staci robif to isté ako v predchadzajicom
rieSeni, s dvoma upravami. Namiesto porovnania si pracovnici svoje Cisla vymenia. A vzdy pred tym, ako by
nacitali dalsi blok z disku, tak najskér do toho minulého zapisu ¢isla, ktoré dostali od kolegu.

Este si vSimnime, ze musime byt opatrni pri spracovani stredu postupnosti, aby sme zapisali spravne vyzerajuici
prostredny blok.

Nizsie uvadzame jednu moznd implementaciu jednoduchsej verzie tejto tlohy. V tejto implementéacii predpokla-
déame, ze n je nasobkom velkosti bloku, a teda len reverzujeme a medzi sebou vymiename celé bloky.

assert N $ B
pocet_blokov

N // B # N celoc¢iselne vydelené B

# kym mame aspon dva bloky, vymenime a reverzneme prvy a posledny z nich
for i in range (pocet_blokov // 2):

lavy = Read (i)

pravy = Read(pocet_blokov-1-1i)

Write( i, reversed(pravy) )

Write ( pocet_blokov-1-i, reversed(lavy) )

# ak ndm v strede zvy$il jeden blok, ten len reverzneme
if pocet_blokov % 2 == 1:
stredny = Read( pocet_blokov // 2)

Write ( pocet_blokov // 2, reversed (stredny) )
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