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B-1I-1 Nepexeso

Pomerne rychlo vieme prist s jednoduchym rieSenim, ktoré pre kazdu akénu karticku prehlada cely asek (I,r) a
hlad4 v fiom int farbu ako f. Toto rieSenie je vSak pomalé, pretoze pri kazdej otdzke musime prejst prinajhorSom
celym radom. Jeho ¢asové zlozitost je O(gn). Na druhej strane implementécia tohto rieSenie je priamodciara a
bol to jednoduchy sposob ako zarucene ziskat aspon 3 body.

Napriek vSetkému vSak predchadzajtci pristup vobec neposobil tak pomaly. Ano, v najhorsom pripade musi
prejst vSetky karty v zadanom tiseku, to vSak nastane, iba ak sa farby v iom rovnaké ako farba akénej karticky.
Ak st farby kartic¢iek zvolené nadhodne, najdenie inej farby je pomerne rychlo. Castokrat sa totiz stane, Ze uz
karticka na pozicii [ mé ina farbu ako f, a preto ju modZeme vypisat.

To vedie k dolezitému pozorovaniu. Ak je farba karticky na pozicii [ ind ako f, staci (v konStantnom case)
vratit tato poziciu. Inak hladdme karticku, ktorej farba je iné ako farba I-tej karticky. VSimnite si, Ze v druhej
¢asti podmienky uz farba f nefiguruje. Tym padom, zadévané otédzky bud vieme vyriesit hned, alebo ich farba
zodpoved4 farbe karticky v rade. A na takyto typ otdzok sa vieme velmi Tahko pripravit vopred, skor ako ich
vbbec dostaneme.

Aby sme otazky typu ,Najdi poziciu v tseku (I, r), na ktorej je karticka inej farby ako karticka na pozicii 1.
vedeli odpovedat rychlo, pre kazdu poziciu si predpoéitame poziciu najblizsej karticky napravo od nej, ktorej
farba je ind. Tto poziciu pre i-tu karticku si ozna¢me P[i]. Odpovedat na otézky (f,l,r) je teraz jednoduché.
Najskor sa pozrieme, ¢i je farba karticky [ ind ako farba f. Ak ano, vypiSeme [. Ak nie, tak sa pozrieme, ¢i
je P[i] < r a ak 4no, vypiSeme hodnotu P[i], inak vypiseme —1. Uvedomme si, Ze P[i] je najblizsia karticka,
ktorej farba je rozdielna od I-tej karticky. Ak je teda prvé ina karticka dalej ako r, cely tsek < I, r > pozostava
z kariet rovnakej farby.

Ostéva ndm uz len vypoéitat hodnoty P[i]. Budeme pritom postupovat odzadu. Posledné karticka nem4 napravo
od seba ni¢, preto povieme, ze P[n] = n+ 1. A ked poznédme vSetky hodnoty P[i + 1] az P[n], lahko vypodéitame
hodnotu P[i]. Bud st farby i-tej a i + 1-vej karty rozne a vtedy P[i] =i+ 1, alebo s rovnaké a preto je k nim
najblizsia ind karta rovnakd a P[i] = P[i + 1].

Predpocditat pole P[] ndm trva ¢as O(n), pretoze nim iba raz prejdeme a nésledne uz kazda otdzku zodpovedame
v konstantnom ¢ase. Celkova ¢asova zlozitost je teda O(n + ¢). Pamitova zlozitost je O(n).

Listing programu (Python)

n, g = map(int, input().split())
F list (map(int, input ().split()))
[n+l for i in range(n)]

P

for i in range(n-2,-1,-1):
if F[i] == F[i+1]:
P[i] = P[i+1]
else:
P[i] = i+l

for i in range(q):
f, 1, r = map(int, input().split())
# pozor, 1 a r st &éislované od 1 po n, pole je ale indexované od 0 po n-1
if £ = F[1-1]:
print (1)
else:
if P[1-1] < r:
print (P[1-1]1+1)
else:
print (-1)

B-11-2 Topiaci sa sneh

Tato tloha sa dala rieSit réznymi spésobmi, s vyuZitim pomerne zndmych algoritmov a détovych Struktir ako
bindrne vyhladavanie a vyhladdvacie stromy (napr. set v C++), ale aj bez ich pouzitia iba pomocou triedenia.
Vo vzorovom rieSeni si predstavime dva hlavné pristupy, akymi sa dalo na tlohu pozerat.

RieSenie pomocou binarneho vyhladavania

Samozrejme najzaujimavejSou otdzkou o kope snehu je, ktory den sa roztopi uplne. VSetky predchadzajtce dni
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sa z nej totiz stopi tolko snehu, akd je aktudlna teplota t;, ¢o sa pocita Tahko. Iba ten posledny deri to bude
inak. Zoberme si teda kopu snehu, ktord na zihrade pribudla i-ty deil a poktsme sa zistit, kedy sa roztopila.
Ako prvé mozeme simulovat jej roztédpanie. Postupne z nej budeme odéitavat hodnoty ¢;,¢;11,... az kym nedos-
taneme zdporné €islo (alebo nulu aby sme boli presny). VSimnime si vSak, Ze pomerne lahko vieme odpovedat
aj na otazku, ¢ sa v j-ty den z i-tej kopy eSte nieco stopilo. Ak by i-ta kopa bola neobmedzene velkd, po j-ty
den by sa z nej stopilo prave t; +t; 41 +---+t;—1 = T snehu. Tato kopa ma vSak velkost v;, preto vieme, Ze ak
T < v;, tak do j-teho dila sa esSte celd nestihla stopit. MoZeme preto postupne sktsat, ktory deri i-ta kopa eSte
existovala az kym prvykrat nedostaneme odpoved nie.

Takéto rieSenie vSak navadza na pouzitie bindrneho vyhlad4dvania. Ak tento algoritmus nepoznate, nevadi, je
vskutku jednoduchy. Namiesto toho, aby sme sktiSali hodnoty j postupne budeme niektoré hodnoty preskakovat.
Na zaciatku vieme, Ze i-ta kopa sa stopi niekedy medzi diiom ¢ az n. Vyberieme si preto j v strede tohto intervalu
a zistime, ¢ v tento defi na kope este bol sneh. Ak 4no, nemusime skusat Ziadne menSie j, pretoZze den ked sa
tato kopa stopi bude uréite za dilom j. A naopak, ak zistime, Ze tato kopa sa stopila niekedy predtym, tak uz
Takto budeme pokracovat aj v dalsich krokoch, vzdy si zvolime deii, ktory je zhruba v strede zostavajiceho
intervalu. Vdaka tomu namiesto n skiiSani musime spravit iba logn overeni.

Pri tomto rieSeni sme zanedbali eSte jednu vec, sposob ako rychlo zistit, kolko snehu sa roztopilo medzi i-tym
a j-tym dnom. Na to pouZijeme takzvané prefixové polia. ESte predtym ako budeme binirne vyhladéavat si
spocitame pole P[], pre ktoré plati, ze P[i] = t; +t2+ - - - +t;. Toto pole vieme vyplnif jednym prechodom zlava
doprava, pretoZe plati, ze P[i] = P[i— 1] +t,;. Vdaka tomuto polu teraz vieme odpovedat na otézky, kolko snehu
sa roztopilo medzi diiami ¢ az j. Odpovedou bude P[j — 1] — P[i — 1]. Skuste sa zamysliet preco.

Ak uz pre kazdu kopu vieme zistit, ktory den sa roztopi, lahko skonstruujeme rieSenie. Vytvorime si dve polia —
S1i], do ktorého si budeme znacit, kolko snehu sa stopilo v i-ty deti z kop, ktoré v tento dent zmizli a C/[i], kde si
budeme pamiitat pocet kop, ktoré zmizli v i-ty den. Pre kazda kopu ndjdeme pomocou bindrneho vyhladévania
deni, v ktorom sa roztopila a upravime hodnoty v poliach S[] a C|].

Nasledne budeme prechadzat deri po dni a rovno vypisovat odpoved. Pritom si budeme pamitat, kolko kop je
este na Syslovej zdhrade. i-ty deti pribudne jedna nova kopa a C[i] sa ich roztopi. Z nich steéie S[i] snehu a zo
vSetkych zvy$njch kop, ktoré si na Syslovej zdhrade sa roztopi t; snehu.

Spocitanie prefixovych poli a odpovede ma zlozitost O(n). Pre kazdd kopu vSak musime eSte vypocitat, ktory
deti sa roztopila, ¢o robime bindrnym vyhladavanim, zlozitost tohto kroku je O(nlogn), ¢o je aj vysledné ¢asova
zlozitost. Pamétova zlozitost je O(n).

Listing programu (Python)

n = int (input())
V = list (map(int, input ().split()))
T = list (map(int, input().split()))
# prefixove pole
P = [0]
for i in range(n):
P.append (P[1i] + TI[i])
S = [0]*n
C = [0]*n

for i in range(n):
# binarne vyhladavanie
zac, kon = i-1, n
while kon - zac > 1:

stred = (kon + zac) // 2
if V[i] > P[stred+l] - P[i]:
zac = stred
else:
kon = stred
if kon != n: # kopa sa do konca neroztopila
Clkon] += 1
S[kon] += V[i] - (P[kon] - P[i])
pocet = 0
for 1 in range(n):
pocet += 1
pocet -= C[1i]
print (S[i] + pocet*T[i], end = .’ if i != n-1 else ’\n’
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RieSenie pomocou triedenia

V tejto Casti si predstavime rieSenie, ktoré nepotrebovalo ziadne zlozité algoritmy ¢i datové struktuary, vystacilo
si s jednoduchym triedenim.

Ked si zoberieme nejaké jednoduché rieSenie, je velmi Tahké si drzat prehlad o tom, ktoré kopy su aktuélne na
Syslovej zéhrade. T4 tazké, a pomala, operacia vSak je, ked sa snazime zistit, ktoré sa roztopili. Na zaklade ich
velkosti sa totiZ moZu rozne predbiehat. Pomohlo by ndm teda, keby sme si ich vedeli usporiadat podla toho, v
akom poradi sa roztopia. Nemusime vedie, kedy sa tak stane, staci ak budeme vediet, v akom poradi.
Zoberme si dve kopy 7 a j, pricom predpokladajme, Ze i < j. Vieme zistit, ¢i sa kopa ¢ roztopi neskor ako kopa
4?7 Ano, sta¢i ak bude platit, ze v j-ty defi bude na i-tej kope stale viac snehu ako na kope j-tej. To znamena,
ze musi platit v; —t; —t; 41 —...t;_1 > v;, ¢o vieme Tahko prepisat na v; > v; +t; +t;41 +...t;—1. Uvedomme
si, Ze kopu j sme zvicsili tak, akoby ju nasnezilo takisto v i-ty dem. A pri kopach, ktoré nasnezilo rovnaky den
vieme Tahko zistit, ktora sa roztopi skor — t4 vicsia.

Aby sme vedeli jednoducho porovnali vSetky kopy snehu, budeme sa tvéarit, ze vSetky nasnezilo v prvy den. K
velkosti kazdej kopy v; preto pripo¢itame t1 + t + ...¢;_1. Tieto ¢isla teraz vieme jednoducho usporiadat, ¢im
dostaneme poradie, v ktorom sa budi kopy roztapat.

ZvySok rieSenia je uz len o pocitani vysledku den po dni. Podas toho si budeme pamitat, kolko kop snehu je
aktudlne na Syslovej zédhrade. Kazdy den pribudne jedna nova kopa. Ndsledne musime zistif, ktoré kopy sa
roztopili a kolko snehu z nich stieklo. Prdve na to pouZijeme pole, v ktorom st kopy zoradené podla toho, v
akom poradi sa roztapaju. Hladané kopy totiz mozu byt iba na zacdiatku a roztopili sa vtedy, ak je sucet teplot
kope zistime, Ze sa roztopila, posunieme sa v poli dalej a spit sa uz nevraciame, ¢o si vieme paméitat jednym
ukazovatelom. Kazdy den tento ukazovatel posunieme o tolko kop, kolko sa ich dany defi roztopilo a popritom si
spocitame, ako velké pritom boli a zmensime podet kop snehu, ktoré s aktudlne u Sysla na zdhrade. Nakoniec
k vysledku pripocitame t; za kazda kopu, ktord v zdhrade ostala aj na konci tohto dna.

Takmer vSetko v tomto rieSeni je vyrieSené prejdeni jedného pola, ¢o m4 linedrnu zlozitost. Jedinou vynimkou
je triedenie a preto je zloZitost tohto rieSenia taktize O(nlogn).

Listing programu (Python)

int (input ())
list (map (int, input () .split())
list (map (int, input () .split())

H<I B
o

)
)

N = [

t 0

for 1 in range(n):
N.append(t + V[i])
t 4= T[i]

N.sort ()

] # nove velkosti kop

t =0
for i in range(n):
pocet += 1

vys = 0
while kde < n and N[kde] <= t + T[1i]
vys += N[kde] - t
pocet -= 1
kde += 1
t += T[i]
print (vys + pocet*T[i], end = .’ if i != n-1 else ’\n'

B-11-3 O Miskovej sestre

Pouzijeme podobni techniku ako v domécom kole: dynamické programovanie.

Predstavme si, ze ideme popri rade kociek zlava doprava a postupne sa o kazdej kocke rozhodneme, ¢ ju nechdme
alebo zahodime. Co si potrebujeme pamitat o uz spracovanych kockidch? Zjavne jediné, ¢o néas zaujima, je
posledné pismeno na poslednej z kociek, ktort sme si nechali. Len od toho totiz zavisi, ¢i nasledujicu kocku
musime zahodit alebo ju mézeme nechat v rade.
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Aby sme nemuseli oSetrovat Specidlny pripad, kedy sme zatial vSetky kocky zahodili a ziadnu nenechali, méZeme
si predstavit, Ze tiplne na zaciatku radu je este jedna kocka, ktorej slovo konéi na nejaké tiplne nové pismeno
(také, ktoré nikde inde nie je pouzité) a ktortd nechdme na mieste. Toto Specidlne pismeno si ozna¢ime napr. @.

Oznaéme p, pocet sposobov, ako sa d4 z doteraz spracovanych kociek niektoré vyhodif a niektoré nechaf tak,
aby sme ako posledné pismeno mali prave pismeno +. Uplne na zaéiatku, pred tym ako zaéneme spracuvat kocky,
je teda pg = 1 a vsetky ostatné hodnoty v p st nuly, lebo inym pismenom ako @ kondif nevieme.

Predstavme si teraz, ze sme zacali na zaciatku radu, spracovali sme nejaké kocky a pozname im zodpovedajice
hodnoty p. Ako dalSia v poradi nech je kocka, ktord zac¢ina pismenom z a konéi pismenom y. Ako sa zmenia
hodnoty p po spracovani tejto kocky?

Ak chceme vyrobit rad kociek konéiaci pismenom z # y, musime to spravit tak, Zze ho vyrobime z predchédza-
jucich kociek a potom tito nova kocku zahodime. Pocet spésobov p, sa teda nezmenil. Jediné, ¢o sa zmeni, je
hodnota p,,.

Ak chceme vyrobit rad kondiaci pismenom y, médme na vyber dva rdzne scendre. Prvy je taky, ze nova kocku
zahodime a rad konciaci pismenom y vyrobime z predchadzajicich kociek. Aktudlna hodnota p, nadm hovori,
kolkymi spésobmi vieme spravit toto. Druhy scendr vyzerd tak, Zze z predchadzajucich kociek vyrobime rad
kondiaci lubovolnym ingm pismenom ako x a zan priddme naSu kocku. Dokopy teda plati:

nové p, = staré p, + stucet vsetkych hodnét p, okrem p,

Na to, aby sme pomocou tohto vzorca vypocitali novi hodnotu p,, potrebujeme ¢as priamo Gmerny velkosti
abecedy, ¢ize O(a). Dokopy teda n kociek spracujeme v ¢ase O(na), a teda mame 8-bodové rieSenie.

Aby sme toto rieSenie este zrychlili, pouzijeme este jeden drobny trik. Okrem vSetkych hodnét p, si budeme
pamétat aj hodnotu s rovnil ich saétu. Potom vieme v konstantnom ¢ase zistit, o kolko treba zvicésit aj hodnotu
Py, aj hodnotu s: presne o (s — py).

Takto kazd kocku spracujeme v konstantnom case, a teda dostdvame rieSenie s ¢asovou zlozitostou O(n + a).

Listing programu (Python)

from string import ascii_lowercase

s 1

p = { x:0 for x in ascii_lowercase }
plre’] =1
n = int ( input () )
for i in range(n):
slovo = input ()
x, y = slovo[0], slovo[-1]
zmena = s - p[x]
ply] += zmena
s += zmena
print (s)

B-11-4 Simon a vesmirna stanica

Prvé dve podulohy s vlastne ndvodom k tomu, ako potom riesit tretiu hlavna podualohu. Prejdeme si detailne
cez prvu podilohu a potom rovno ukdzeme vSeobecné riesenie tretej.

Vo vsetkych rieSeniach budeme dva smery pohybu pre jednoduchost volat ,doprava® a ,dolava®, netreba vsak
zabudat, Ze stanica je cyklicka — teda ked Simon pojde dostato¢ne dlho ,doprava“, dostane sa urdite na miesto,
kde zacinal.

Podiloha A: je modul jeden?

KedZe Simon nevie rozligit jeden modul od iného inak, musi si nejak poméct svetlom. Ale ako spoznat, &i je to
naozaj novy modul a nie iny, v ktorom je tiez zasvietené?
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Trik je v tom, ze ak ide o dva rézne moduly, prepnutie svetla v jednom z nich sa neprejavi v druhom.
Ked si toto uvedomime, uz lahko vymyslime sposob kontroly. Jedno mozné rieSenie vyzerd nasledovne:

rozsviet

pohni sa doprava

ak tam je zhasnuté, je to iny modul, a teda st aspoill dva, koniec

ak tam je rozsvietené, zhasni

pohni sa naspdt dolava

ak tam ostalo rozsvietené, je to iny modul, a teda su aspoii dva, koniec

ak je aj tam zhasnuté, muselo ist o ten isty modul, a teda je len jeden, koniec

~N O O W

Iné mozné riesenie vyzera

Podilohy B a C: kolko je modulov?

Jedno mozné vSeobecné riesenie podulohy C bude vyzerat tak, Ze postupne otestujeme, ¢i st moduly asporn
dva (to uz vieme robit), ¢i s aspoii tri, aspoii Styri, a tak dalej. Akonahle takyto test prvykrat zlyha, budeme
presne vediet, kolko modulov mé naSa stanica.

Teraz si rozmyslime, ako skontrolovat, ¢i je modulov aspoii k. Postup bude zovSeobecnenim toho z podilohy
A: najskor dostato¢ne vela modulov v rade rozsvietime a potom sa pozrieme, ¢o sa stane, ked ich pdjdeme
postupne zhéisat. UkéZeme si najskor samotné riesenie:

1. rozsviet v module, kde zacéinas

2. (k-1)-krat sa posuil doprava a rozsviet aj tam (ak bolo zhasnuté)

3. zhasni v module, kde prave si

4. (k-1)-krat sprav nasledovné:
posuil sa naspdt dolava
ak si priSiel do modulu, kde je zhasnuté, je modulov menej ako k
zhasni v module, kde prave si

5. ak si sa dostal aZz sem, modulov bolo aspoi k

Preco toto riesenie funguje? Rozmyslime si, ¢o sa stane, ak mame modulov aspon k a ¢o sa stane, ak ich je
mene;.

Ak mame modulov aspon k, v prvych dvoch krokoch postupne navstivime k réznych modulov a v kazdom z
nich rozsvietime, a potom v krokoch 3 a 4 cez ne prejdeme naspét a v kazdom zhasneme. Vsetko zafunguje ako
mé a ddme spravnu odpoved.

Ak méame modulov menej ako k, niekedy pocas kroku 2 sa ,zacyklime*“ — teda prideme znova do modulu, v
ktorom sme uz boli. Specialne teda aj modul, v ktorom skonéime krok 2, sme uréite navstivili (aspon) dvakrat.
V kroku 3 v tiom zhasneme. Ale potom ked sa v kroku 4 vraciame naspit, uréite sa eSte (aspoil) raz do tohto
modulu vratime. No a ked sa tak stane, uvidime, Ze v om uZ zhasnuté a z toho vieme, Ze sme v iom uZ boli,
a teda Ze modulov musi byt menej ako k.

Podiloha D: efektivne rieSenie

Kolko zhruba krokov urobi Simon pri predchadzajicom rieseni? Ak je skuto¢ny poéet modulov n, Simon po-
stupne spravi 1 krok doprava, 1 dolava, 2 doprava, 2 dolava, ..., az nakoniec n doprava a potom n dolava.
Dokopy teda spravi radovo n? krokov (a radovo tolko isto prepnuti svetla).

Ako vieme tento postup urychlif? V8imnime si, ¢o sa stane, ak pouZzijeme ten isty postup, len nebudeme sktisana
velkost modulu zviiésovat vzdy o 1, ale rychlejsie. Napriklad sa zamyslime, ¢o sa stane, ked vySSie popisany
postup pouZijeme pre k = 10, ale modulov je len 7. V krokoch 1 a 2 postupne navstivime 10 modulov a v
kazdom zaZzneme ak treba. V krokoch 3 a 4 sa ndm potom ale podari zhasnit len 7-krat (lebo len tolko modulov
naozaj mame) a po nasledujicom pohybe uz ndjdeme v module tmu.

Ak teda pouzijeme vysSSie pouzity postup a budeme si navySe pocitat, v kolkych moduloch sa ndm naozaj
podarilo zhasnit, vieme presne povedat, ¢i bol modul len jeden, ¢i boli presne dva, presne tri, ..., ¢i ich bolo
presne k — 1 alebo ¢ ich muselo byt aspoii k.
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No a po tomto vylepSeni uz mézeme skisat len niektoré vhodne zvolené hodnoty k. Celé rieSenie teda bude
vyzerat napriklad tak, Ze vysSie popisanym postupom budeme postupne zistovat presny pocet modulov ak je
mensi ako 2, ak je mensi ako 4, potom 8, 16, 32, a tak dalej. (Rovnako dobre sme mohli pouZit napriklad
mocniny 10, alebo int postupnost ktoré rastie exponencialne.)

Preco m4 tento postup lepsiu ¢asovi zlozitost? Poéitajme. V poslednom kole (v tom, kedy uz odhalime spravny
pocet modulov) prejdeme cell stanicu nanajvys dvakrat smerom tam a presne raz celtt smerom spit. V predpo-
slednom kole prejdeme nanajvys celt stanicu tam a spét. O kolo skor to uz muselo byt nanajvys pol stanice tam
a spif, predtym stvrtina, a tak dalej. No a ked toto celé spoditame, dostaneme, Ze dokopy spravime nanajvys
™n krokov. A kedze kazdému kroku zodpoveda najviac jedno prepnutie svetla, je aj tych len linedrne vela — a
teda celé toto rieSenie mé casovu zlozitost linedrnu od poc¢tu modulov v stanici.

Formélne, k Iubovolnému n vieme néjst ¢ také, ze 2! < n < 2¢. Pre toto n spravi vyssie popisany algoritmus
postupne ¢ kontrol, pricom bude postupne volif k& = 2,22, ... 2!, Pocas tychto kontrol spravi menej ako
21 +22 ... 42t < 2!+ krokov smerom doprava a menej ako 2 +22 + ... + 271 4+ < 2! + n krokov smerom
dolava. Dokopy teda spravi menej ako 2!+ + 2 4+ n = 6-2!"1 4 n < 6n +n = 7n krokov.
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