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Priebeh krajského kola

Krajské kolo 34. ro¢nika Olympiady v informatike, kategéria A, sa kona 22. januara 2019 v dopoludniajsich hodi-
nach. Na rieSenie tloh maju sttaziaci 4 hodiny &istého ¢asu. Rozne tlohy riesia stifaziaci na samostatné listy
papiera. Akékolvek pomocky okrem pisacich potrieb (napr. knihy, vypisy programov, kalkulacky) st zakézané.

Co ma obsahovat rieenie tlohy?
e Slovne popiste algoritmus.
Slovny popis rieSenia musi byt jasny a zrozumitelny i bez nahliadnutia do samotného algoritmu/programu.
e Zdovodnite spravnost vagho algoritmu.
e Uvedte a zdovodnite jeho ¢asovi a pamitova zlozitost.

e Podrobne uvedte dolezité Casti algoritmu, idedlne vo forme programu v nejakom beZnom programovacom
jazyku (napr. C++, Python, Java, Pascal).

e V pripade, Ze pouzivate vo svojom programovacom jazyku kniznice, ktoré obsahujt implementované datové
Struktiry a algoritmy (napr. STL pre C++), v popise algoritmu struéne vysvetlite, ako by ste napisali
program s rovnakou ¢asovou zlozitostou bez pouzitia kniZnice.

Hodnotenie rieseni
Za kazdu lohu moézZete ziskat od 0 do 10 bodov.

Pokial nie je v zadani povedané ini¢, najdoélezitejsie dve kritériad hodnotenia st v prvom rade spravnost a
v druhom rade efektivnost navrhnutého algoritmu. Na vyslednom poéte bodov sa mdze prejavit aj kvalita
popisu riesenia a zdovodnenie tvrdeni o jeho spravnosti a efektivnosti.

Efektivnost algoritmu posudzujeme vypodcitanim jeho ¢asovej zlozitosti — funkcie, ktora hovori, ako dlho vyko-
nanie algoritmu trvé v zavislosti od velkosti vstupnych parametrov. Nezavisi pri tom na konstantnych faktoroch,
len na radovej rychlosti rastu tejto funkcie.

V zadani tloh uvadzame c¢ast ,,Hodnotenie*, v ktorej néjdete priblizné limity na velkost vstupnych tdajov. Pod
pojmom ,efektivne vyriesit* chdpeme to, ze va$ program spusteny na modernom pocitaci by mal dat odpoved
nanajvys do niekolkych sektund.

Udaje z tejto Casti zadania by mali slazif hlavne na to, aby ste o rieeni, ktoré vymyslite, vedeli priblizne
povedat, kolko bodov zan dostanete.
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A-11-1  Tulipany

Ulohu budeme riesif pomerne priamoéiarym dynamickym programovanim. Existuju sice aj pazravé rieSenia, tie
Predstavme si, ze ideme popri zéhone zlava doprava a vzdy, ked stretneme nejaké volné policko, rozhodneme sa
nejako, ¢i tam zasadit tulipan alebo nie. Samozrejme, ukoné¢it skupinu tulipanov (a teda nechat policko volné)
smieme len vtedy, ak tato skupina mé neparnu velkost.

Malo by byt zjavné, Ze po tom, ako sme prave spracovali prvych k policok, st len tri principidlne rézne situdcie,
v ktorych sa mozeme nachadzat:

0. Doteraz spracovany tisek koné skupinou tulipanov parnej dizky.
1. Doteraz spracovany tsek konéi skupinou tulipanov nepérnej dizky.
2. Doteraz spracovany tsek konéi volnym polickom.

V nasom rieSeni postupne pre kazdé k a kazdu situaciu zistime, ¢i ju vieme dosiahnut, a ak ano, kolko najmene;
tulipdnov na to treba zasadif. RieSenim tlohy je potom najlacnejsi spésob ako spracovat vSetkych n policok a
dosiahnut stav 2 alebo 3.

Oznacme b; ; najmensi pocet tulipdnov potrebny na to, aby sme po spracovani prvych i policok boli v stave j.
Ak sa to vébec nedd dosiahnut, polozime b; ; = co.

Na zadiatku zjavne sta¢l uvazovat by = 0 a by o = by 1 = 00, teda akoby nalavo od zahonu bolo volné policko,
ktoré sme nechali volné.

Ak i-te policko zlava obsahuje tulipdn, vieme dosiahnut len stavy 0 a 1. Najlepsi sposob, ako dosiahnut stav
0 je rovny najlepsiemu spésobu ako dosiahnut o poli¢ko skor stav 1. No a najlepsi spdsob ako dosiahnuf stav
1 (teda tisek neparnej dizky) moze byt bud z predchadzajiceho stavu 0 (pokracujeme v tiseku péarnej dizky
dalsim tulipdnom) alebo z predchédzajiceho stavu 2 (tento tulipan zaéina novy tsek). Formalne, b; o = b;—1 1,
bi,1 = min(b;_1,0,bi—1,2) a b2 = oc.

Ak je i-te policko zlava prazdne, vieme dosiahnuf stav 2 tak, Ze ho nechdme prazdne. Toto ale moZeme spravit
len vtedy, ak sme po i — 1 poli¢kach boli v stave 1 alebo 2 (teda mali sme bud tsek neparnej dizky, ktory teraz
mozeme ukonéit, alebo nebol ziaden beziaci Gsek tulipdnov). Ak sa na toto poli¢ko rozhodneme zasadit tulipan,
dostaneme stav 0 alebo 1. Tu plati rovnaké tivaha ako v predchadzajicom odseku, len este nesmieme zabudnaf na
+1 za préave zasadeny tulipan. Formalne, b; o = 14b,_1,1, b; 1 = 1+min(b;—1,0,b;—1,2) a bj 2 = min(b;_1,1,b;—1,2).

Listing programu (Python)

zahon = input ()
infinity = float (’inf’)

B = [ [infinity,infinity,0] ]

for policko in zahon:
stare = B[-1]

nove = [infinity, infinity, infinity]
if policko == "T’:
nove[0] = stare[l]
nove[l] = min( stare[0], stare[2] )
else:
nove[0] = 1 + stare[l]
nove[l] = 1 + min( stare[0], stare[2]
nove[2] = min( stare[l], stare[2] )
B.append( nove )

print ( min( B[-1][1], B[-1]1([2] ) )

A-11-2 Ohrada

Hlavnym pozorovanim potrebnym pre efektivne rieSenie tejto tlohy je skutocnost, Ze pre m = 5 rieSenie vzdy
existuje. Toto si dokdZzeme rozborom pripadov. Presnejsie, pozrieme sa na to, ako moze vyzerat konvexny obal
nasich piatich bodov.
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e Ak v8etkych pidt bodov tvori vrcholy konvexného péatuholnika, mozeme zobrat Tubovolné $tyri z nich.

e Ak na konvexnom obale lezia Styri z piatich bodov, ozna¢me ich po obvode A, B, C, D tak, aby piaty
bod E lezal v trojuholniku uréenom bodmi A, B a priese¢nikom AC a BD. Potom moéZeme zobrat body

AECD (alebo body BCDE).

e Ak na konvexnom obale leZia len tri z naSich piatich bodov, oznac¢me tie na obvode ABC' a tie vnutri DE.
Zoberieme D, E a tie dva body spomedzi A, B, C ktoré lezia na rovnakej strane priamky DF.

Vseobecné riesenie teraz vyzera nasledovne:

1. Pre n = 4 overime, ¢i body tvoria vrcholy konvexného Stvoruholnika. Ak dno, zoberieme ho, ak nie, rieSenie

neexistuje.

2. Pre n > 5 v linearnom case vyberieme 5 bodov s najmensou z-ovou suradnicou. Zvysnych n — 5 bodov

zahodime.

3. Pre 5 bodov, ktoré nam ostali, vyssie popisanym spésobom najdeme rieSenie.

Vsimnite si, Ze ak sme v kroku 3 nasli rieSenie pre pét bodov, ktoré nam zostali, toto je nutne rieSenim aj pre
povodny vstup. Body, ktoré sme v kroku 2 zahodili, totiZ zjavne nemézu leZat v nami zostrojenom Stvoruholniku.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

void fail() { cout << "neda.sa” << endl; exit(0); }
struct point { int x, vy; };

// komparator pre body, primarne podla x-ovej suradnice
bool operator<(const point &A, const point &B) {

if (A.x != B.x) return A.x < B.x;

return A.y < B.y;
}

// vypis zoznamu bodov

void output (const vector<point> &P) {
for (const point p : P) cout << p.x << ”_” << p.y << endl;
exit (0);

}

// ked ideme z A cez B do C, zatacame dolava?

bool ccw(const point &A, const point &B, const point &C) {
int ux = B.x - A.x, uy = B.y - A.y, vx = C.x - B.x, vy = C.y - B.y;
return (uxxvy — vxxuy) > 0;

}

// lezi bod A v konvexnom stvoruholniku P?

bool is_in_quad(const point &A, const vector<point> &P) {
int ¢ = ccw(P[0], P[1], A);
for (int i=1; i<4; ++i) if (c !'= ccw(P[i], P[(i+1)%4], A)) return false;
return true;

}

// tvori stvorica bodov v tomto poradi konvexny stvoruholnik?

// (pozor, takyto test je korektny len pre troj- a stvoruholniky!)

bool is_quad(const vector<point> &P) {
bool ¢ = ccw( P[0], P[1], P[2] );
for (int i=1; i<4; ++i) if (c != ccw( P[i], P[(i+1)%4], P[(i+2)%4] )) return false;
return true;

}

// vyries ulohu pre styri body

void solve_four (vector<point> P) {
do { if(is_quad(P)) output(P); } while (next_permutation (P.begin(),P.end()));
fail();

}

// vyries ulohu pre pat bodov
void solve_five (vector<point> P) {
do
point A = P[0];
vector<point> Q( P.begin()+1, P.end() );
if (is_quad(Q) && 'is_in_quad(A,Q)) output (Q);
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} while (next_permutation(P.begin(),P.end()));
assert (false); // <-— sem by sa nikdy nemal dostat

int main() {
int N;
cin >> N;
vector<point> P;
int x, vy;
for (int n=0; n<N; ++n) { cin >> x >> y; P.push_back( {x,y} ); }
if (N == 4) {
solve_four (P);
} else {
nth_element ( P.begin(), P.begin()+5, P.end() );
P.resize (5);
solve_five (P);

A-11-3  Urady

Nech M je mnozina tych miest, do ktorych nevedie ziadna zjazdovka.

Ak by sme postavili trady vo vSetkych mestach z mnoziny M, zjavne by sme pokryli celd krajinu — ak mame
mesto x, ktoré v M nelezi, tak ked z neho pdjdeme dostatoéne dlho hore zjazdovkami, dostaneme sa ¢asom
nutne do nejakého mesta y, ktoré v M lezi — a teda z mesta y vieme do mesta x poslat kontroléra na lyziach.
Ak teda ziadne dve mesta v mnoZine M nie s spojené cestou, nasli sme rieSenie.

Co ale robit, ak nejaké dve mesté u a v v mnozine M susedia? Lahk4 pomoc. Odstranime jedno z nich a za¢neme
od zaciatku — teda vyrieSime povodnu tlohu pre krajinu, ktord ma o mesto menej. Riesenie pre novu krajinu je
potom aj rieSenim pre ti pdvodni.

Preco vysSie popisany postup funguje? Povedzme, Ze u sme v krajine nechali a v sme z nej vyhodili. Ked
najdeme rieSenie pre novi mens$iu krajinu, st dve moznosti: bud v u je trad, alebo tam nie je. Ak v u je trad,
ked priddme naspit v, budeme vediet poslat z u do v kontroldra po ceste a teda je vSetko v poriadku. No a ak v
u trad nie je, znamen4 to, ze do u vie z nejakého iného mesta w prist kontrolér. No a kedZe do u nevedie ziadna
zjazdovka, musi tento kontroldr prist po ceste. Kedze ale aj u a v s spojené cestou, vie kontrolér z mesta w
prist po ceste aj do mesta v. V oboch pripadoch teda sada tradov, ktord pokryvala mensiu krajinu, pokryva aj
tha vicSiu.

Na zaver podotkneme, Ze je zjavné, Ze vySSie popisany postup je konecny. V kazdej iteracii bud uz najdeme
rieSenie, alebo za¢neme odznova s krajinou s menej mestami. No a kedZe miest je len kone¢ny podet, ¢asom
sa mind — teda casom urcite dostaneme krajinu, v ktorej ziadne dve mesta z jej mnoziny M nie st spojené
cestou. (Rozmyslite si, Ze z toho vyplyva, Ze nejaké rieSenie vzdy existuje — v kazdej krajine sa teda nejak daju
rozmiestnit trady.)

Priamociara implementacia

Pre dant krajinu vieme mnozinu M zostrojit v ¢ase O(n + z): jednoducho prejdeme zoznam zjazdoviek a pre
kazdé mesto si spocitame, kolko z nich doii viedlo. Néslednd kontrolu mnoziny M vieme spravit v ¢ase O(c)
tak, Ze prejdeme zoznam ciest a pre kazda cestu skontrolujeme, ¢i nanajvys jeden jej koniec lezi v mnozine M.
Ak néjdeme cestu, ktorej oba konce lezia v M, jeden z nich z krajiny odstranime. Toto vieme spravit v konstant-
nom ¢&ase — sta¢i mat pole boolovskych premennych, v ktorom si pamitdme, ktoré mestd uz boli odstrdnené.
Tie potom ignorujeme pri konstrukcii aj kontrole novej mnoziny M v dalsich iteracich.

Vy$sie popisany postup budeme postupne niekolkokrat opakovat. KedZze zac¢iname s n mestami, po nanajvys
n — 1 iterdcidch skonéime a najdeme riesenie. Dokopy teda dostavame ¢asovu zlozitost O(n(n + z + ¢)).

Efektivna implementacia

Ako vieme predchadzajice rieSenie implementovat efektivnejsie?
Namiesto toho, aby sme mnozinu M zostrojovali vzdy odznova, budeme si ju priebezne upravovat. NS novy
algoritmus bude fungovat nasledovne:
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1. Vyssie popisanym spdsobom zostrojime mnozinu M pre celd krajinu. O kazdom meste, ktoré do M nepatri,
si pamétame, kolko zjazdoviek don vedie.

2. Vsetky mesta aktualnej mnoziny M zaradime do fronty na kontrolu.

3. Kym mame neprazdnu frontu na kontrolu, opakujeme: Vyber z fronty mesto u. Postupne prejdi vsetky
cesty veduce z u. Ak ziadna nekoné¢i v inom meste aktudlnej mnoziny M, je vSetko v poriadku.

V opacénom pripade ideme u z krajiny odstranit. Odstrdnenim u nastane jedna doélezitd zmena: z krajiny
zmiznu aj zjazdovky, ktoré zacinali v u. Prejdeme teda ich zoznam a ich koncovym mestdm zmensime
pocet vchadzajucich zjazdoviek. Ak takto nejakému mestu klesne pocet vchadzajucich zjazdoviek na nulu,
pridame ho do mnoziny M a zaradime do fronty na kontrolu.

4. Akondhle sa fronta vyprazdni, aktudlna mnozina M je rieSenim pre aktudlnu, a teda aj pre pdvodnil
krajinu.

VyS$sie popisany algoritmus je korektny. Je zjavné, Ze si spravne udrziavame mnozinu M. No a ked cyklus v
kroku 3 dobehne, vieme, zZe kazdé mesto, ktoré je teraz v mnozine M, sme niekedy kontrolovali, a pri tej kontrole
sme urcite skontrolovali, Ze z neho nevedie cesta do ziadneho mesta, ktoré bolo do M pridané skor. Preto naozaj
v kroku 4 mame platné riesenie.

No a akti m4 tento postup ¢asovi zlozitost? Na kazdu zjazdovku sa pozrieme nanajvys dvakrat: raz v kroku
1, ked zostrojujeme prvit mnozinu M, a nanajvys raz v kroku 3, ak jej zaciatok niekedy odstrdnime z mnoziny
M. Na kazdu cestu sa tiez pozrieme nanajvys dvakrat: raz ked kontrolujeme jeden jej koniec, druhykrat ked
druhy. Lahko teda nahliadneme, Ze vy$Sie popisany algoritmus méa ¢asovu zlozitost O(n + z + ¢), ¢iZe linedrnu
od velkosti vstupu.

Listing programu (Python)

from collections import defaultdict
from queue import Queue

N, z, C= [ int(_) for _ in input().split() 1]
M = set ()

zjazdovky = defaultdict (list)

cesty = defaultdict (list)

vchadza_zjazdoviek = defaultdict (int)

for z in range(Z):
x, v = [ int(_) for _ in input().split() ]
zjazdovky [x] .append (y)
vchadza_zjazdoviek[y] += 1

for ¢ in range(C):
x, v = [ int(_) for _ in input().split() ]
cesty[x].append(y)
cesty[y] .append (x)

Q = Queue ()
for n in range(1,N+1):
if vchadza_zjazdoviek[n] == O:
M.add (n)
Q.put (n)

while not Q.empty():
kde = Q.get ()
treba_zahodit = any( sused in M for sused in cesty[kde] )
if not treba_zahodit: continue
M. remove (kde)
for sused in zjazdovkyl[kde]:
vchadza_zjazdoviek[sused] -= 1
if vchadza_zjazdoviek[sused] =
M.add (sused)
Q.put (sused)

= 0:

print (xlist (M))
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A-11-4  Online algoritmy 2

Ako vyzera optimélne riesenie offline verzie nasej tlohy? Clovek, ktory presne vie, Ze brigdda bude trvat n dni,
mé na vyber dve moznosti: bud si zlavovii kartu kipi alebo nie. Ak si ju nektpi, dokopy zaplati 2n eur. Ak si ju
kpi, zjavne si ju kiipi hned na zadiatku a potom dokopy zaplati k + n eur. Jasnovidec by si samozrejme vybral
vzdy lepsiu z tychto dvoch moznosti, a teda by dokopy na cestovnom minul min(2n,n + k) eur.

Pri ndvrhu algoritmu pre online verziu tlohy prili§ nemame na vyber. Pred kazdym diiom sa musime rozhodnit,
¢i uz zlavovi kartu kupit alebo nie. No a akonahle ju kiipime, uz sa nerozhodujeme vobec o ni¢om dalSom. Preto
maju vSetky mozné rieSenia maju presne rovnaka formu: ,Prvych d dni si kazdé rano kup listok za 2 eura. Po
d dnioch si vecer kup zlavovi kartu a odvtedy si uz kazdé rano kupuj listok za 1 euro.“ Potrebujeme si len
spravne zvolit hodnotu d.

Je zjavné, ze nechceme d = 0. Ak by sme hned prvy vecer zaplatili k za zlavovi kartu a bolo by n = 0 (&ize
brigdda hned skon¢ila), minuli sme ,nekoneénekrat* viac petiazi ako by minul jasnovidec, ktory n pozna.
Naopak, algoritmus pre d = co (¢ize algoritmus ,nikdy si nekap zlavovt kartu“) je zjavne 2-kompetitivny. Ak
brigada trvala nanajvys k dni, zaplatime rovnako ako jasnovidec. Ak trvala dlhSie, jasnovidec zaplati k + n eur,
zatial ¢o my zaplatime 2n eur, no a ALG =2n < 2(k+n)=2-OPT.

Teraz si dokdzeme, Ze ziaden online algoritmus pre tito tlohu neméze byt lepsi ako (3/2)-kompetitivny.

Pre algoritmus, ktory nikdy kartu nektpi, uvazujme pripad, kedy brigdda trva n = 3k dni. Algoritmus zaplati
6k eur, zatial ¢o optimélne offline rieSenie je kipif hned kartu a zaplatif len 4k eur.

Pre vsSetky ostatné mozné algoritmy uvazujme pripad, kedy brigdda skon¢i po presne d dnoch — teda tesne po
tom ako kipime kartu. Nas algoritmus v tomto pripade dokopy za cestovné zaplati 2d + k eur.

Rozoberme dva pripady:

e Ak d < k, optimdlny offline algoritmus kartu nekupi vobec a zaplati 2d eur. Plati teda
ALG72d+k>2d+d 3

OPT 2d 2d 2

e Ak d > k, optimalny offline algoritmus kartu kapi hned na zaciatku a zaplati d + k eur. Tu dostavame

ALG  2d+k 4d+2k _3d+3k 3
OPT  d+k 2d+2k ~ 2d+2k 2

Na zéver si ukdZzeme, Ze algoritmus pre d = k je naozaj (3/2)-kompetitivny. Inymi slovami, optimélny rieSenim
sutaznej tlohy je nasledovny algoritmus: ,Prvych k dni si kip cely listok. Ak este stéle brigdda neskondila,
veder po k-tom dni si kip zlavovi kartu a odvtedy az do konca brigady jazdi na polovi¢né listky.“

Ak brigada trvd menej ako k dni (Cize ak n < k), zaplati tento algoritmus za cestovné presne rovnako ako by
zaplatil jasnovidec, ktory vopred pozné n.

Ak bude brigdda trvat k alebo viac dni, zaplatime 2k eur za prvych k dni, potom k eur za kartu a na zaver
n — k eur za zvysné dni. Dokopy teda zaplatime 2k + n eur. Optiméalnym rieSenim bolo kupit kartu hned na
zaCiatku a zaplatif len k + n eur.

Aky je najhorsi mozny pomer ceny medzi nasim a optimalnym rieSenim? Kedze k < n, je 4k + 2n < 3k + 3n,
a odtial dostaneme (2k + n)/(k +n) < 3/2. Tento algoritmus teda vzdy zostroji rieSenie, ktoré je nanajvys
1.5-krat horsie ako optiméalne offline riesenie.
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