MATEMATICKA OLYMPIADA 2023/2024

Navodné a dopliujuce ulohy
k uloham domaceho kola kategorie A

1 Vnasledujucich tlohach predpokladame, Ze na party st aspon dve osoby a znamosti jej ticastnikov st vzajomné.
To sa vSak netyka sympatii z ndvodnej tulohy N1 a doplniujucej tlohy D1.
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Pri stole sedia traja chlapci a $tyri diev¢ata. KaZdému chlapcovi sa pacia tri dievcatd, kazdému dievéatu len
jeden chlapec. Existuje medzi nimi vzdy dvojica opacného pohlavia, v ktorej sa obom paci ten druhy?

Na party sa kazdého z navstevnikov spytame, kol'’ko ostatnych navstevnikov pozna. Ukazte, Ze ak ich odpovede
s¢itame, vyjde vzdy parne ¢islo.

Ukazte, Ze na kazdej party mozno najst aspon dvoch ucastnikov, ktori tam majd rovnaky pocet zndmych.
Moze sa na party zo sutaznej ulohy v pripade k = 6 stat, Ze bude existovat prave 20 parov, v ktorych sa obom
paci ten druhy?

Na party sa kazdy ucastnik pozna prave s troma dal$imi. UkaZte, Ze pocet Géastnikov party je parny. Dalej
uved'te priklady zndmosti na takych party so 6, 8 a 2024 Gcastnikmi.

V istom meste maju vybudovant siet na Sirenie klebiet, v ktorej si kazdy klebetnik vymiena informacie s tro-
mi klebetnicami a kazda klebetnica si vymiefia informacie s tromi klebetnikmi. Inak sa klebety neSiria.

a) Dokazte, Ze klebetnikov a klebetnic je rovnako vela.

b) Predpokladajme, Ze siet na Sirenie klebiet je stuvisla (klebety od l'ubovolného klebetnika a 'ubovolnej kle-
betnice sa moZu dostat’ ku vSetkym ostatnym). Dokazte, Ze aj ked' sa jeden klebetnik z mesta odstahuje,
zostane siet’ suvisla.

Lukas a Marek, ktori sa poznaju, sa zisli na party, na ktorej platilo: Ak majd niektori dvaja ticastnici rovnaky
pocet zndmych, tak nemaju Ziadneho spolo¢ného znadmeho. DokazZte, Ze na party je niekto, kto tam ma prave
jedného znameho.

V spoloc¢nosti l'udi st niektoré dvojice spriatelené. Pre kladné celé Cislo k, kde k > 3, hovorime, Ze spolo¢nost’
je k-dobra, ak mozno kazdu k-ticu l'udi zo spoloc¢nosti rozsadit’ okolo okrithleho stola tak, Ze sa kazdi dvaja
susedia priatelia. DokaZte, Ze ak je spolo¢nost 6-dobr4, tak je aj 7-dobra.

V skupine 90 deti ma kazdé aspoii 30 kamaratov (kamaratstvo je vzajomné). Dokazte, Ze ich mozZno rozdelit
do troch 30-¢lennych skupin tak, aby kazdé dieta malo vo svojej skupine aspoii jedného kamarata.
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Najdite patciferné Cisla, z ktorych kazdé ma pat roznych neparnych cifier, pritom stcet prvych troch cifier je
11 a sucet poslednych troch cifier je 15.

Urcte najvacsie mozné hodnoty nasledujucich suctov, v ktorych (a4, a,, ..., ag, aq) je 'ubovolné poradie cifier
1,2,..,8,9):

a) ag +a; +az+ay+as+ag+a;+ag,

b) a; +a, +az;+a, +as+ag+a; +ag+ 2a.,

c) a4 + 2a, + 2a3 + 2a4 + 2a5 + 2a4 + 2a; + 2ag + ao.

N3jdite najvacsie mozné Sestciferné cislo, ktorého kazda cifra (pocnuc tretou cifrou zlava) je sic¢tom pred-
chadzajucich dvoch.

Dané prirodzené ¢islo n ma cifry, ktorych hodnoty sa zlava doprava zvacsuju. Ukazte, Ze ciferny sucet cisla
9n je vidy rovny 9.

N3ajdite najvacsie mozné prirodzené cislo, ktorého kazda cifra (okrem oboch krajnych) je mensia ako arit-
meticky priemer susednych cifier.

3 Pririe$eni navodnych a dopliajticich tiloh je mozné vhodne vyuzit $pirdlovii podobnost. Tak nazyvame podobné
zobrazenia, ktoré st vysledkom zloZenia rovnolahlosti a otocenia so spolo¢nym stredom, ktory potom nazyvame
stred tejto Spiralovej podobnosti.



N1 Nech S, 4, B, C, D st rozne body také, Ze trojuholniky SAB a SCD st rovnostranné, pricom pri pohlade z bodu
S st body A4, B, C, D prave takto usporiadané v kladnom smere:

S

B

a) Dokazte, Ze trojuholniky SAC a SBD st zhodné.
b) Dokazte, Ze bod S a stredy useciek AC a BD su vrcholmi rovnostranného trojuholnika.

N2 Nech S, 4, B, C, D su rézne body také, Ze trojuholniky SAB a SCD su pri tomto poradi vrcholov podobné,
pricom pri pohlade z bodu S st body 4, B, C, D prave takto usporiadané v kladnom smere:

S

a) Dokazte, Ze trojuholniky SAC a SBD st zhodné.
b) Dokéazte, Ze bod S a stredy useciek AC a BD sud vrcholmi rovnostranného trojuholnika.

D1 Vo vnutri trojuholnika ABC leziabody D, E, F také, Ze trojuholniky BCD, CAE a ABF st rovnostranné. Ukazte,
Ze tazisko tychto trojuholnikov tvori rovnostranny trojuholnik.

D2 Vnutri pravouhlého trojuholnika ABC s preponou AB a uhlom CAB vel'kosti 60° existuje bod P taky, Ze
|*APB| = 120°, |BP| = 4 a |CP| = 1. Ur¢ite dlZku tGsec¢ky AP.

N1 N4ajdite vSetky dvojice kladnych celych ¢isel u a v takych, Ze u je delitelom 2v a v je delitelom 3u.
N2 Ukazte, Ze pre zZiadne neparne prvocislo p nie je ¢islo 14+ 2 4+ 3 4+ --- + p delitelné ziadnym prvocislom vacsim
ako p.

N3 Pre dané neparne prvocislo p oznacme S sucet vSetkych prirodzenych ¢isel mensich ako p, ktoré majt vo svo-
jich dekadickych zapisoch asporii jednu cifru z dekadického zapisu ¢isla p. Ukazte, ze ak p | S, tak ¢islo S nema

okrem p Ziadneho prvocinitela vac¢sieho ako %(p - 1.

D1 Ukazte, Ze sucet dvoch po sebe iducich prvocisel neméze byt dvojnasobok iného prvocisla.

D2 Dokéazte, Ze ak a, b, ¢ st kladné celé ¢isla také, Ze a + b + ¢ | abc, tak a + b + c je zloZené ¢islo.

D3 Nech S, je sucet prvych n prvocisel. Ukazte, Ze v intervale [S,, S;+1] 1eZ{ druhd mocnina niektorého priro-
dzeného ¢isla.

D4 Na tabuli st napisané (nie nutne rézne) prvocisla, ktorych sucin je 105-krat vacsi ako ich sucet. Urcte vSetky
napisané prvocisla, ak ich je a) 5, b) 7.

N1 Najdite neprazdnu podmnozinu polic¢ok tabul'ky 20X 20, ktort je mozné vyplnit (bezo zvySku a prekryvania)
ako képiami lavého utvaru, tak képiami pravého utvaru.




N2 Urcte, kol'ko policok obsahuje najmensia plocha, ktorud je mozné vyplnit
a) ako tetraminami typu I, tak aj tetraminami typu O a tieZ aj tetraminami typu L;
b) ako tetraminami typu S, tak aj tetraminami typu T.

D1 Rozhodnite, ¢i je moZné tabul’ku na obrazku vyplnit tetraminami typu L.

D2 Rozhodnite, ¢i je mozné tabulku 10 X 10 vyplnit tetraminami typu T.
D3 Rozhodnite, ¢i je mozné tabul'ku 10 X 10 vyplnit tetraminami typu I.

D4 Na niektoré policko Stvorcovej Sachovnice n X n, kde n > 2, postavime figtirku a potom ju postivame strie-
davo ,$ikmo“ a ,priamo* ,Sikmo“ znamena na poli¢ko, ktoré ma s predchadzajicim spoloény prave jeden
bod. ,Priamo“ znamena na susedné polic¢ko, ktoré ma s predchadzajicim spolo¢nt stranu. Uréte vSetky n,
pre ktoré existuje vychodiskové policko a taka postupnost tahov zacinajica ,Sikmo*, Ze figirka prejde celd
Sachovnicu n X n a na kazdom policku sa ocitne prave raz.

D5 Nech n je celé Cislo také, Ze n = 3. UvaZujme $tvorcekovy papier s rozmermi n X n, ktorého jednotlivé
StvorCeky mozu mat bud’ bielu, alebo ¢iernu farbu. V kazdom kroku zmenime farby piatich Stvorcekov, ktoré
tvoria pentomino tvaru T v lubovolnom natoceni. Na zaciatku su vSetky Stvorceky biele. Rozhodnite, pre

ktoré n mozno po kone¢nom pocte krokov dosiahnut to, Ze vSetky stvorceky budu ¢ierne.

N1 a) Prelubovolné redlne ¢isla x, y, z dokazte x? + y? + z2 2 2(x + y)z — 2xy;
b) Pre lubovolné realne ¢sla x ay dokazte 2 + x2(1 + y?) = 2x(1 + ).

N2 Redlne ¢isla a a b lezia v intervale [1, 2]. Ukazte, Ze platia nasledujuce nerovnosti:
a) a?+b% <1+ 2ab,
b) a® + b? < Zab,
) 2<a/b+bjas<?,
d) a?+2b* < (2a+ 1)b + 3.

N3 Dokazte, Ze pre lubovolnt n-ticu kladnych realnych ¢isel (aq, a,, ..., a,) plati

+a; + ..+ 1+1+ +1>2
(a+a+..+a,;) ot g a, >n°.

Kedy nastane rovnost?
N4 Nech a4, a,, .., a, st kladné redlne ¢isla. Dokazte, Ze plati
a, +a; +--+a, n

n _i+i+...+i’

a; az an

t.]. Ze aritmeticky priemer tychto cisel je aspoi taky ako ich harmonicky priemer.
D1 Dokazte, Ze pre l'ubovolné kladné realne cisla a, b, ¢ plati

a + b 4 c
b+c c+a a+b

3
> —.

2
D2 Prelubovolné kladné reélne ¢isla x, y, z dokaZte nerovnost

VY ) P
(xyz)xyz_m,
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pricom
X z zZ X
m=min<—+3—/+—,z+—+—>.
y z xx Yy z
Zistite tiez, kedy v dokazanej nerovnosti nastane rovnost.

Dokazte, Ze pre lubovolné redlne Cisla a, b, c¢ z intervalu [0, 1] plati

a b c

<2
1+bc+1+ca+1+ab_

Nech a a b st realne ¢isla také, Ze plati 9a? + 8ab + 7b? < 6. Dokazte, Ze 7a + 5b + 12ab < 9.

Nech a, b, ¢, d st kladné realne &isla také, ze abcd = 4 a a? + b? + ¢? + d? = 10. Urcte najvacsiu moznu
hodnotu vyrazu ab + bc + cd + da.

N3jdite najmensie kladné redlne ¢islo t také, Ze ak redlne Cisla a, b, ¢, d si také, zea + b+ c+d = 6
aa?+ b? + c? + d? = 10, tak z nich moZno vybrat’ dve, ktorych rozdiel m4 absoldtnu hodnotu najviac t.




MATEMATICKA OLYMPIADA 2023/2024

Navodné a dopliujuce ulohy
k uloham domaceho kola kategorie A

1 Vnasledujucich tlohach predpokladame, Ze na party su aspoi dve osoby a znamosti jej ucastnikov si vzajomné.
To sa vsak netyka sympatii z navodnej ilohy N1 a dopliujticej tlohy D1.
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Pri stole sedia traja chlapci a Styri dievcatd. Kazdému chlapcovi sa pacia tri dievcatd, kazdému dievéatu len
jeden chlapec. Existuje medzi nimi vZdy dvojica opa¢ného pohlavia, v ktorej sa obom paci ten druhy?
Riesenie:

Ano. Vietkych dvojic je 12. Zvéaite, v kol’kych z nich sa chlapcovi paci dievéa a v kol’kych sa dievéatu paci
chlapec, alebo podla celkového poctu chlapcenskych sympatii dokazte, (pouzitim Dirichletovho principu ale-
bo sporom) Ze niektoré dievca sa paci vSetkym trom chlapcom.

Na party sakazdého z navstevnikov spytame, kol'’ko ostatnych navstevnikov pozna. Ukazte, Ze ak ich odpovede
s¢itame, vyjde vzdy parne ¢islo.

RieSenie:

Kol'’kokrat sme pocitali kazdi znamost?

UkaZzte, Ze na kazdej party moZno najst aspon dvoch ucastnikov, ktori tam majd rovnaky pocet zndmych.
Riesenie:

Na party s n ucastnikmi je pocCet znamych kazdého jedno z n ¢isel 0, 1, ..., n — 1. Asponi dva z tychto n poctov
musia byt rovnaké, pretoZe je vylicené, aby sa jeden pocet rovnal ¢islu 0 a iny ¢islu n — 1, teda réznych
poctov je najviacn — 1.

Moze sa na party zo sutaznej ulohy v pripade k = 6 stat, Ze bude existovat prave 20 parov, v ktorych sa obom
paci ten druhy?

RieSenie:

Ano. Popi$eme jeden z mnohych moznych prikladov. Pat $tvorélennych skupin po 2 chlapcoch a 2 dievéatach
rozostavme po obvode kruhu a vyberme ,kladny“ smer jeho prechddzania. Predpokladajme, Ze kazdému
chlapcovi sa pacia prave 2 dievcata z jeho skupiny a dalSie 4 dievcata z dvoch skupin, ktoré st od jeho skupiny
najblizSie v kladnom smere, a Ze podobne kazdému diev¢atu sa pacia prave 2 chlapci z jej skupiny a dalsi 4
chlapci z dvoch skupin, ktoré si od jej skupiny najbliZSie v kladnom smere. Potom vSetky pary so vzajomnymi
sympatiami su ¢astami vytvorenych piatich Stvoric a ich pocet takje 5 - 2 - 2 Cize 20.

Na party sa kazdy téastnik pozna prave s troma daldimi. Uk4zZte, Ze pocet ticastnikov party je parny. Dalej
uved'te priklady zndmosti na takych party so 6, 8 a 2024 Gcastnikmi.

Riesenie:

Oznacte n pocet ucastnikov a uvazte, Ze dvojnasobok poctu vSetkych znamosti na party je parne cislo 3n.
V pripade n = 6 si predstavte, Ze ucastnici si rozmiestneni na obvode kruhu a Ze sa poznaju prave ti, ktor{
spolu nesusedia (mozné su aj iné priklady). V pripaden mod 4 = 0 uvazte napriklad situaciu, ked ucastnici
st rozdeleni do Stvoric, pricom navzajom sa poznaju prave ludia z rovnakej Stvorice.

V istom meste maju vybudovanu siet na Sirenie klebiet, v ktorej si kazdy klebetnik vymieiia informécie s tro-
mi klebetnicami a kazda klebetnica si vymieiia informacie s tromi klebetnikmi. Inak sa klebety nesiria.

a) Dokazte, Ze klebetnikov a klebetnic je rovnako vela.

b) Predpokladajme, Ze siet na Sirenie klebiet je stvisla (klebety od l'ubovolného klebetnika a lubovolnej kle-
betnice sa m6zu dostat ku vSetkym ostatnym). Dokazte, Ze aj ked’ sa jeden klebetnik z mesta odstahuje,
zostane siet’ suvisla.

Riesenie:
61-B-I-5 (https://skmo.sk/dokument.php?id=452#page=5).

Lukas a Marek, ktori sa poznaju, sa zisli na party, na ktorej platilo: Ak maji niektori dvaja ticastnici rovnaky
pocet zndmych, tak nemaju Ziadneho spolo¢ného zndmeho. Dokazte, Ze na party je niekto, kto tam ma prave
jedného znameho.

RiesSenie:

Oznacme X jedného z tych ucastnikov, ktori na party poznaju najviac, povedzme k osob. Podla zadania k > 1,



vpripade k = 1 sme hotovi. Ak k > 1, ziadni dvaja z k zndmych vybraného X nemaju rovnaky pocet znamych,
takze tychto k poctov tvori celd mnozinu {1, 2, ..., k}.

D5 Vspolo¢nostiludi st niektoré dvojice spriatelené. Pre kladné celé &islo k, kde k > 3, hovorime, Ze spolo¢nost
je k-dobra, ak mozno kazdu k-ticu ludi zo spoloc¢nosti rozsadit’ okolo okrithleho stola tak, Ze sa kazdi dvaja
susedia priatelia. Dokazte, Ze ak je spolo¢nost 6-dobra, tak je aj 7-dobra.

RieSenie:
67-A-111-1 (https://skmo.sk/dokument.php?id=2726#page=2).

D6 V skupine 90 deti ma kazdé aspon 30 kamaratov (kamaratstvo je vzajomné). Dokazte, Ze ich mozno rozdelit
do troch 30-¢lennych skupin tak, aby kazdé dieta malo vo svojej skupine aspoii jedného kamarata.
Riesenie:
61-A-111-5 (https://skmo.sk/dokument.php?id=492#page=6).

N1 Najdite patciferné Cisla, z ktorych kazdé ma pat roznych neparnych cifier, pritom stcet prvych troch cifier je
11 a sucet poslednych troch cifier je 15.
RieSenie:
Prostredna cifra musi byt 1, pretoZe 11+ 15 je o 1 viacako 14345+ 7+9. Na prvych dvoch miestach potom
musia byt 3 a 7, na poslednych dvoch 9 a 5. Vsetky takéto ¢isla 37159, 37195, 73159, 73195 vyhovuju.

N2 Urcte najvacSie mozné hodnoty nasledujicich stuctov, v ktorych (a4, a,, ..., ag, aq) je lubovolné poradie cifier
(1,2,..,8,9):
a) a; +a; +az+a,+as+ag+a;+ag,
b) a; +a, +az +a, +as +ag +a; +ag + 2a,,
c) aq + 2a, + 2a3 + 2a4 + 2as + 2a¢ + 2a; + 2ag + ao.
Riesenie:
a) 45 — 1 cize 44.
b) 45 + 9 lize 54.
c) 2-45—(1+ 2) ¢ize 87.

D1 N3jdite najvacsie mozné Sestciferné cislo, ktorého kazda cifra (pocntc tretou cifrou zlava) je stictom pred-
chadzajucich dvoch.
RieSenie:
303 369. Cifry zlava doprava st a, b, a + b, a + 2b, 2a + 3b a 3a + 5b. Z nerovnosti 3a + 5b < 9 vyplyva
a < 3, pritom v pripade a = 3 plati b = 0.

D2 Dané prirodzené Cislo n ma cifry, ktorych hodnoty sa zlava doprava zvacsuju. Ukazte, Ze ciferny sucet Cisla
9n je vzdy rovny 9.
RieSenie:
Ak ma dané n cifry ¢y, ¢y, ..., ¢, kde ¢; < ¢; < -+ < ¢y, su cifry ¢isla 10n — n podla pisomného algoritmu na
odcitanie zlava doprava ¢y, ¢; — €1, .y C—1 — Cx—2, Cx — (Cx—1 + 1), 10 — c}.. Ich suCet je naozaj 9.

D3 N4jdite najvacsSie moZné prirodzené cislo, ktorého kazda cifra (okrem oboch krajnych) je menSia ako arit-
meticky priemer susednych cifier.
Riesenie:
96 433 469. Cislo so zapisom ¢;C; ... ¢,;, kde n > 3, vyhovuje zadaniu prave vtedy, ked pre kazdé pripustné
i plati ¢;;1 — ¢; > ¢; — c;_1. HlTaddme tak najvacsie cislo, pre ktoré je zodpovedajtica postupnost rozdielov
Cy — €1, C3 — Cg, ..., Cy — Cn_q Tastlca. Nech je prvych k rozdielov zapornych a poslednych n — 1 — k rozdielov
nezapornych. Pre ich stcty plati ¢4 —c; = —9ac, —cg4q < 9.0dtial' sohladomnavztah1+2+3+4 > 9
vyplyva, Ze k < 3an—1—k < 4 (je moZny aj rozdiel 0), ¢izen—k < 5.Preton = k+(n—k) < 8.Ukazme, Ze
ak n = 8 (vtedy nutne k = 3), tak vyhovujtce ¢islo existuje. KedZe hladame najvacsie také, nech c; = 9 (¢;
je mozné vzdy zvacsit). Potom vsak zo vztahov ¢; = 9 ak = 3 vyplyva, Ze ¢, — ¢; < —3, Cize ¢, < 6, pritom
v pripade ¢; = 6 platic; — c; = —2 ac, — ¢; = —1, takZe potom Stvorcislie ¢, c;c3¢4 je 9643. Z podmienky
nezapornosti ¢isla cs — ¢4 v pripade ¢, = 3 vSak vyplyva, Ze jediné vyhovujuce Stvorcislie cscgc,cg je 3469.

3 Pririe$eni navodnych a dopiiiajicich tiloh je moZné vhodne vyuzit $pirdlovii podobnost. Tak nazyvame podobné
zobrazenia, ktoré st vysledkom zloZenia rovnolahlosti a oto¢enia so spolo¢nym stredom, ktory potom nazyvame
stred tejto Spiralovej podobnosti.



N1 Nech S, 4, B, C, D st rozne body také, Ze trojuholniky SAB a SCD st rovnostranné, pricom pri pohlade z bodu
S st body A4, B, C, D prave takto usporiadané v kladnom smere:

S

B

a) Dokazte, Ze trojuholniky SAC a SBD st zhodné.
b) Dokazte, Ze bod S a stredy useciek AC a BD su vrcholmi rovnostranného trojuholnika.
RieSenie:
Uvazujte otocenie so stredom S a uhlom 60°. Co je obrazom tise¢ky AC? Co je obrazom jej stredu?
N2 Nech S, 4, B, C, D su rozne body také, Ze trojuholniky SAB a SCD su pri tomto poradi vrcholov podobné,
pricom pri pohlade z bodu S st body A4, B, C, D prave takto usporiadané v kladnom smere:
S

a) Dokazte, Ze trojuholniky SAC a SBD st zhodné.
b) Dokazte, Ze bod S a stredy useciek AC a BD su vrcholmi rovnostranného trojuholnika.
Riesenie:
UvaZzujte Spiradlovu podobnost so stredom S, ktoré zobrazi A na B, a teda aj C na D. Potom vykonajte analo-
gické tivahy ako pri rieSeni tlohy N1.

D1 Vo vnutri trojuholnika ABC leziabody D, E, F také, Ze trojuholniky BCD, CAE a ABF stirovnostranné. Ukazte,
Ze tazisko tychto trojuholnikov tvori rovnostranny trojuholnik.
RieSenie:
Oznacte spominané taziska postupne A4,, B;, C; a uvaZzujte $piralovi podobnost so stredom v C, ktora zobra-
zuje B; na 4, a teda aj A; na D. Pre tsecku B, A, ajej obraz AD potom plati |[AD| = v/3 |B;A;|. Analogickymi
tivahami odvodime nielen |BE| = V3 |C;B,| a |CF| = v/3|4,C;], ale aj |BE| = V3 |4,B4|, |CF| = v/3|B,(;]
a|AD| =3 |C A4 |. Odtial uz vyplyva |A;B;| = |4,C1| = |B1Cy .

D2 Vnutri pravouhlého trojuholnika ABC s preponou AB a uhlom CAB velkosti 60° existuje bod P taky, ze
|*APB| = 120°, |BP| = 4 a|CP| = 1. Ur¢ite dlzku Gsecky AP.
RieSenie:
|AP| = 2. UvaZujte $pirdlovi podobnost so stredom v bode A4, ktora zobraz{ C na B. Obraz bodu P oznacte
P'. Koeficient tejto podobnosti je |BA| / |CA| ¢ize 1/ cos 60°, ¢o je 2, teda BP' je obraz usecky CP s dlzkou 1,
takZe |BP’| = 2. Dalej z podobnosti trojuholnikov ABC a AP'P pri tomto poradi vrcholov (podla vety sus)
vyplyva [€AP'P| = 30° a |<APP'| = 90°, teda |«P'PB| = |&APB| — |«<APP’'| = 30°, ¢o spolu so vztahmi
|BP| = 4 a|BP'| = 2 dava |«BP'P| = 90°. Priecka PP’ tak zviera zhodné striedavé uhly ako s priamkami
AP a P'B, tak s priamkami AP’ a BP. Stvoruholnik APBP’ je preto rovnobeznik, odkial |AP| = |BP'| = 2.

4

N1 Najdite vSetky dvojice kladnych celych Cisel u a v takych, Ze u je delitelom 2v a v je delitelom 3u.
RieSenie:
Existuju kladné celé Cisla a, b také, Ze 2v = au a 3u = bv. Vyndsobenim dostaneme 6vu = abuv, Cize
ab = 6, preto (a, b) je jedna z dvojic (1, 6), (2,3), (3,2), (6,1). PoZadované rovnosti 2v = au a 3u = bv

sa potom postupne redukujinau = 2v,u = v,u = Ihu= v Vyhovuju teda prave dvojice (u, v) tvarov



N2

N3

D1

D2

D3

D4

(2n,n), (n,n), (2n,3n), (n, 3n), kde n je kladné celé cislo.

UkaZte, Ze pre Ziadne neparne prvocislo p nie je ¢islo 1 + 2 + 3 + --- + p delitel'né Ziadnym prvocislom va¢Sim
ako p.

Riesenie:

Tento sucet je %p(p + 1), teda kazdy jeho prvocinitel' q deli niektoré z Cisel p alebo p + 1, a preto q < p.
Prvocislo p je neparne, a tak parne ¢islo p + 1 je aspoil 4, a je teda zloZené.

Pre dané neparne prvocislo p ozna¢me S stucet vSetkych prirodzenych ¢isel mensich ako p, ktoré maju vo svo-
jich dekadickych zapisoch aspori jednu cifru z dekadického zapisu ¢isla p. Ukazte, Ze ak p | S, tak ¢islo S nema

okrem p Ziadneho prvocinitela vacsieho ako %(p - 1.

RieSenie:

Zrejme S < 142+ -+ (p— 1) = sp(p — 1), odkial S/p < 5 (p — 1), kde S/p je kladné celé &islo vdaka
predpokladu p | S. Preto ak je g nejaky prvocinitel ¢isla S rézny od p, je aj prvocinitelom cisla S/p, ktoré
samo, ako vieme, neprevysuje %(p —-1).

Ukazte, Ze sucet dvoch po sebe iducich prvocisel nemoéze byt dvojnasobok iného prvocisla.

RieSenie:

Tvrdenie dokdZeme sporom: Neh p a r st po sebe idtce prvocisla. Nech q je prvocislo také, Ze p +r = 2q, t.j.
%(p + 1) = q. Cislo q teda lez{ vo vnutri otvoreného intervalu (p, ), v ktorom viak nie st Ziadne prvoéisla.

Dokazte, Ze ak a, b, ¢ su kladné celé Cisla také, Ze a + b + ¢ | abc, tak a + b + ¢ je zloZené Cislo.

RieSenie:

Tvrdenie dokaZeme sporom: Ak by ¢islo a+b+c bolo prvocislo, bolo by (vdaka zadanej podmienke a+b+c |
abc) delitelom aspon jedného z Cisel a, b, c. Tie su vSak vSetky mensie ako a + b + ¢, Co je spor.

Nech S, je stucet prvych n prvocisel. UkadzZte, Ze v intervale [S,, S;,+1] leZ{ druhd mocnina niektorého priro-
dzeného cisla.

RieSenie:

Ukazme najprv, Ze na to, aby vo vSeobecnejSom intervale [S,S + (2k + 1)], kde S a k su prirodzené ¢isla,
leZala druh4 mocnina, stadi, aby platilo S < (k + 1)%. Ak totiz v [S, S + (2k + 1)] nelezi Ziadne z ¢isel 12, 22,
., k?, tak k? < S < (k + 1)?, ateda v danom intervale lezi ¢islo (k + 1)2.

Pri zrejmom oznacenf tak v naSej tlohe staci pre kazdé n dokazat nerovnost p; + -+ + p, < %(pnﬂ + 1)?
(podla predchadzajuceho tvrdenia v pripade k = %(pnﬂ — 1)). KedZe p; — 1, p3, D3, ..., Pn SUTOZNE Cisla
z mnoZiny neparnych ¢isel {1, 3,5, ..., pp+1 — 2} so stictom %(an —1)?, stati dokazat, ze 1 + %(pnﬂ -1)?2<
%(pnﬂ + 1)2. To je ale zrejmé, pretoZe celé &islo i(pnﬂ — 1)? je mensie ako celé ¢&islo %(pnﬂ +1)2.

Na tabuli st napisané (nie nutne rézne) prvocisla, ktorych sucin je 105-krat vacsi ako ich stucet. Urcte vSetky
napisané prvodisla, ak ich je a) 5,b) 7.

RieSenie:

70-A-1-1 (https://skmo.sk/dokument.php?id=3467).

N1

N2

N3jdite neprazdnu podmnozinu polic¢ok tabul’ky 20x 20, ktort je mozné vyplnit (bezo zvysku a prekryvania)
ako képiami lavého utvaru, tak képiami pravého utvaru.

RieSenie:

Pouzite kazdy utvar Styrikrat ,dookola“

Urcte, kol'ko poli¢ok obsahuje najmensia plocha, ktort je mozné vyplnit

a) ako tetraminami typu I, tak aj tetraminami typu O a tieZ aj tetraminami typu L;

b) ako tetraminami typu S, tak aj tetraminami typu T.

RieSenie:

8 policok pre obe tlohy. Kazda vyhovujtca plocha musi zloZena z aspo1i dvoch képiif kazdého zo spominanych
tetramin, a mat tak aspon 8 policok. Mozné priklady ploch s 8 polickami aj s poZadovanymi vyplneniami:



b)

D1 Rozhodnite, ¢i je mozné tabul’ku na obrazku vyplnit tetraminami typu L.

Riesenie:
Da sa to. Dokonca je mozné bez presahu vyplnit’ ,polovicu“ tabul’ky, rozdelenej jej zvislou (alebo vodorov-
nou) osou sumernosti.

D2 Rozhodnite, ¢i je mozné tabulku 10 X 10 vyplnit tetraminami typu T.

Riesenie:

Nejde to. Ofarbite tabul'ku bielymi a ¢iernymi polickami ako Sachovnicu. Potom kazdé tetramino typu T
pokryva neparny pocet ¢iernych policok. Pri vyplneni 25 tetraminami typu T by celkovy pocet pokrytych
¢iernych poli¢ok bol neparny.

D3 Rozhodnite, ¢i je mozné tabul'ku 10 X 10 vyplnit tetraminami typu I.

RieSenie:
Nejde to. Uvazujte ,hrubsie“ Sachovnicové zafarbenie, ked’ jednofarebné stvorce maju vel'kost 2 X 2. Kol'ko
Ciernych policok potom pokryje jedno tetramino typu I, kol'ko by ich bolo pokrytych pri vyplneni jeho 25
képiami?

D4 Na niektoré policko étvorcgvej Sachovnice n X n, kde n > 2, postavime figirku a potom ju postivame strie-
davo ,Sikmo“ a ,priamo* ,Sikmo“ znamena na policko, ktoré ma s predchadzajicim spolo¢ny prave jeden
bod. ,Priamo“ znamenda na susedné policko, ktoré ma s predchadzajicim spolo¢ni stranu. Urcéte vSetky n,
pre ktoré existuje vychodiskové policko a taka postupnost tahov zacdinajica ,Sikmo* Ze figirka prejde celd
Sachovnicu n X n a na kazdom polic¢ku sa ocitne prave raz.

RieSenie:
56-A-111-1 (https://skmo.sk/dokument.php?id=225).

D5 Nech n je celé Cislo také, Ze n > 3. UvaZujme $tvorcekovy papier s rozmermi n X n, ktorého jednotlivé
Stvorceky mézu mat bud’ bielu, alebo ¢iernu farbu. V kazdom kroku zmenime farby piatich stvorcekov, ktoré
tvoria pentomino tvaru T v lubovolnom natoceni. Na zaciatku su vSetky Stvorceky biele. Rozhodnite, pre
ktoré n moZno po kone¢nom pocte krokov dosiahnut to, Ze vSetky stvorceky budu ¢ierne.

Riesenie:
72-A-111-6 (https://skmo.sk/dokument.php?id=4440#page=5).

6

N1 a) Prelubovolné realne &isla x, y, z dokazte x? + y? + z2 = 2(x + y)z — 2xy;
b) Pre lubovolné redlne &sla x ay dokazte 2 + x2(1 + y?) = 2x(1 + ).
RieSenie:

Nerovnost za) upravtena (x +y —z)2 > 0,zb)na (xy — 1)?> + (x — 1)> > 0.



N2

N3

N4

D1

D2

D3

Redlne Cisla a a b lezia v intervale [1, 2]. UkazZte, Ze platia nasledujice nerovnosti:

a) a?+b% <1+ 2ab,

b) a? +b? < Zab,

) 2<a/b+b/a<?,

d) a?+2b% < (2a+ 1)b + 3.

RieSenie:

Nerovnost za) upravte na (a—b)? < 1,nerovnost zb)na (2a—b)-(2b—a) > 0.lava nerovnost z c) plati pre
lubovolné kladné a a b a moZno ju dokazat napriklad ipravou na (a—b)? > 0 alebo pouZitim A-G nerovnosti
pre dve ¢islaa/b a b/a. Prava nerovnost z c) vyplyva z b). Nerovnost z d) upravte na (a —b)? + (b — %)2 < %
3

E.

Dokazte, Ze pre l'ubovolnu n-ticu kladnych realnych ¢isel (a4, a,, ..., a,) plati

u. y 1
a vyuzite to, Ze |a — b| Sla0<b—5 <

(a; +az + ...+ ay) 1+1++1>2
aita+..+ta) | —+—++—])=n"
1 2 n a @
Kedy nastane rovnost?
RieSenie:
Po roznasobeni dostanete n jednotiek a n(n — 1)/2 dvojic zlomkov a;/a; a a;/a;, kde 1 < i < j < n, pritom
sucet kazdych dvoch takych zlomkov je aspon 2 podla rieSenia Casti c) z ulohy N2. Rovnost nastane prave
vtedy, ked' plati a;/a; = a;/a;, teda prave vtedy, ked' vSetky Cisla a; st rovnaké.
Nech a4, a,, ..., a,, si kladné redlne ¢isla. Dokazte, Ze plati

a;+a; +--+a, n

n _l+i+...+i

a; az an

’

t.j. Ze aritmeticky priemer tychto Cisel je aspon taky ako ich harmonicky priemer.
RieSenie:
Upravte na nerovnost z N3.

Dokazte, Ze pre lubovolné kladné redlne Cisla a, b, ¢ plati

a 4 b N c
b+c c+a a+b

3
> -
2

RieSenie:
Pricitajte ku kazdému zlomku 1 a pouzite N3 pre trojicu (b + ¢,c + a,a + b).
Pre l'ubovolné kladné realne ¢isla x, y, z dokazte nerovnost

+y+ ! + ! + 1) < e
+y+2)| ytz)=m
pricom
X z zZ X
m=min<—+z+—,z+—+—>.
y z xx y z
Zistite tieZ, kedy v dokdzanej nerovnosti nastane rovnost.
Riesenie:
63-A-1-2 (https://skmo.sk/dokument.php?id=992#page=2).
Dokazte, Ze pre lubovolné realne Cisla a, b, ¢ z intervalu [0, 1] plati

a b c

<2.
1+bc+1+ca+1+ab_

Riesenie:

Vzhladom na symetriu urcite mézeme predpokladat, Ze a > max(b, ¢). Prvy zlomok je zrejme najviac 1.
Druhy zlomok je najviac b/(a + c), pretoZe z nerovnosti (1 —a)(1—c) = 0vyplyva 1+ ca = a + c. Podobne
treti zZlomok je najviac ¢/(a + b). Staci tak dokazat, Ze stcet b/(a + ¢) + c/(a + b) je najviac 1. To vSak vdaka

predpokladu a = max(b, ¢) plati, lebo potom b/(a +c) < b/(b+c)ac/(a+b) <c/(b+ ).



D4

D5

D6

Nech a a b st reélne ¢&isla také, ze plati 9a? + 8ab + 7b% < 6. Dokéite, Ze 7a + 5b + 12ab < 9.
RieSenie:
Vsimnime si, Ze v oboch uvedenych nerovnostiach nastava rovnost v pripade a = b = % Uplatnime preto

2
odhad (a - %) >0vtvarea < a? + % ajeho obdobu b < b? + %. Dostaneme
1 1
7a+5b+12ab <7 a2+Z +5 b2+Z + 12ab,

pritom vyraz napravo je (9a? + 8ab + 7b?) — 2(a — b)? + 3.

Nech a, b, ¢, d st kladné realne &isla také, Ze abcd = 4 a a? + b? + ¢? + d? = 10. Uréte najvac$iu moznd
hodnotu vyrazu ab + bc + cd + da.

RieSenie:

https://skmo.sk/dokument.php?id=994#page=9.

N3jdite najmensie kladné redlne ¢islo t také, Ze ak redlne Cisla a, b, ¢, d st také, Zea + b+ c+d = 6
aa’? + b% + c? + d? = 10, tak z nich moZno vybrat dve, ktorych rozdiel mé absolttnu hodnotu najviac t.

RieSenie:
https://iksko.org/files/1/vzorakl.pdf#page=1.




