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64. ro¢nik Matematickej olympiady
2014/2015 Riesenia tloh doméceho kola kategorie B

1. V obore redlnych cisel vyrieste sustavu rovnic

|z — 9| + |y — 5| = 52.

(Pavel Calabek)

RieSenie. Z prvej rovnice danej sustavy vyplyva |y — 9] = 6 — |[x — 5| < 6. Z toho
dostdvame 3 < y < 15, preto y? — 5 = 4, a teda |y?> — 5| = y? — 5. Z druhej rovnice danej
stistavy méme y? — 5 = 52 — |22 — 9| < 52, teda y? — 5 < 52, dize y? < 57 < 64, takze
—8 < y < 8. Z oboch odhadov tak mame 3 < y < 8, preto |y — 9| = 9 — y. Mnozina
rieSeni danej ststavy v obore realnych cisel je tak zhodna s mnozinou rieseni stustavy

[z —=5[+9—y=6, (1)
2% — 9| +y* — 5 =52 (2)

v obore uréenom nerovnostami 3 < y < 8 (ktoré zrejme zarucuji, ze sa v rovniciach
(1) a (2) mozeme vratit k pévodnym absolitnym hodnotam). Z rovnice (1) dostaneme
|z — 5] = y — 3, ¢o vdaka obmedzeniu y < 8 dava |z — 5| < 5, ¢ize 0 < = < 10. Pre
odstranenie absolitnych hodnét v novej ststave rovnic tak rozlisime iba tri pripady.
a) 0 < x < 3.V tom pripade z (1) vyplyva y = 8—x. Dosadenim do (2) dostaneme

9—2°+ (8 —2)>—5=52

¢ize x = 1. Prisluchajice y = 8 —x = 7 obe vychodiskové obmedzenia 3 < y <
< 8 spliia.
b) 3 <z < 5. Aj v tomto pripade z (1) vyplyva y = 8 — x, dosadenim do (2) vSak
dostaneme
>~ 9+ (8 —1x)% —5=52,

¢o po uprave dava kvadratickt rovnicu 2 — 8z — 1 = 0. Lahko overime, Ze
tato rovnica nema koren spliiajici podmienku 3 < z < 5.
c) 5 £ x < 10. V tomto pripade z (1) vyplyva y = = — 2. Dosadenim do (2)
dostaneme
2 — 9+ (r—2)% -5 =52,

¢o po tprave dava 2 — 2z — 31 = 0. Tato rovnica méa dva reélne korene 1 +
+ 44/2, 7z ktorych podmienku 5 < z < 10 splita iba korefi = 1 + 41/2. Podla
y = = — 2 dopocitame y = 4v/2 — 1 a ako v bode a) sa presvedéime, Ze st
splnené obmedzenia, ktoré sme so ststavou rovnic (1) a (2) spojili: Nerovnosti
3 <4v2 — 1 < 8 st jasné dosledky odhadu 1 < v/2 < 2.

Vdaka naSmu postupu moézeme aj bez skusky konsStatovat, Ze povodne zadand
sustava rovnic ma v obore redlnych cisel prave dve riesenia

(z3y) € {(1;7), (4V2+ 1;4v2 - 1)},

1



Pozndmka. Zdoraznime, 7e odvodentt podmienku y < /57 sme v rieSeni zamenili za
slabgiu nerovnost y < 8 len kvéli jednoduchosti dalsich zapisov. Podotknime tiez, Ze zo
sposobu odvodenia sustavy rovnic (1) a (2) je vidno, preco kaZdé jej rieSenie v obore
redlnych ¢isel spliia obmedzenie 3 < y < 8. Z rovnice (1) totiz vyplyva 9 —y < 6,
ize y > 3, z rovnice (2) potom 32 — 5 < 52, ¢ize |y| £ /57. Také zmienka by nemala
v uplnom rieSeni podla uvedeného postupu chybat, ak st v bodoch a) a ¢) vynechané
zdvereCné previerky nerovnosti 3 < y < 8 a ak nie je prevedend zévereéné skuska pre
povodnu sustavu.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Vyrieste rovnicu |4z — 2| 4+ |z — 2| = 6. [Rovnica mé dve rieSenia —2 a 2.]

N2. Nech pre realne ¢isla = a y plati |z2 + 4| + |y? — 65| = 20, potom = € (—4;4) a y €
€ (—9; —7) U (7;9). Dokézte.

N3. V obore realnych éisel vyrieste rovnicu 21+ — 22 =1 4|27 — 1|. [63-B-S-1]

D1. Uréte vsetky realne ¢isla p, pre ktoré ma rovnica (x — 1)? = 3|x| — px prave tri rézne
rieSenia v obore realnych ¢&isel. [52-B-1I-3]

D2. Urcte vSetky redlne cisla s a t, pre ktoré je grafom funkcie

22— 4z +s
J(@) = tle—1+x+7

lomen4 c¢iara zlozend z dvoch polpriamok. [50-A-T1-2]
D3. Pre ktoré realne ¢&isla a, b je funkcia f(z) = a|lz — 1| +b(x —3) + |z —b| + = — 1
ohranicena? [49-B—S—1]

2. Drak md n hldv, po jednej na kaZdom z n krkov usporiadanych do kruhu. Rytier
dokdze jednym tuderom seknit k susednich krkov a hlavy na nich stat. Ak drakovi po
tdere zostane aspor jedna hlava, moZe si mnechat niektori z chybajicich hldv dordst.
Dokazte, Ze ak pre dané cisla n a k moZe rytier draka zbavit vsetkych hldv bez ohladu
na to, ako mu dorastaju, dokdZe to urobit najviac tromsi idermi. (Jan Mazak)

Riesenie. Najskor ukdzeme, ze ak drak s aspon 2k hlavami zvoli vhodnu stratégiu,
rytier ho nikdy nemoze zbavit vSetkych hlav. Ocislujme krky draka dokola v kladnom
smere (t.]. proti smeru pohybu hodinovych ruciciek) ¢islami od 1 po n, pritom n = 2k.
V kladnom smere je tak medzi krkmi s ¢islami 1 a k + 1 prave k — 1 krkov, zatial ¢o
v smere opa¢nom je medzi nimi n — k — 1 = k — 1 krkov. KedzZe rytier moze sekat po
k susednych krkoch, nemoéze jednym tderom stat hlavy na krkoch s ¢islami 1 a k + 1.
Ak pri niektorom tdere zotne jednu z nich, drak si ju nechd dorast (mé na to néarok
vdaka druhej z oboch hlav). Tak si drak zabezpedi, Ze pred kazdym tiderom bude mat
obe spomenuté hlavy, takze ho rytier vSetkych hlav nikdy nezbavi.

Prejdime k pripadu, ked plati opa¢na nerovnost n < 2k, ¢ize n < 2k — 1, a opiSme
dalej, ako vtedy rytier dokaze zbavit draka vSetkych hldv nanajvys tromi tdermi. Pre
k=1jen <2—1=1a v takom pripade sta¢i zrejme rytierovi jediny tder. MoZeme
teda predpokladat, ze k = 2.

Aj v pripade, ked n £ k, vie rytier prvym sekom stat vSetky dracie hlavy. Predpo-
kladajme preto dalej, ze k < n < 2k — 1.

Najskor ukazeme, ze pokial ma drak n < 2k — 1 krkov, moze rytier stat lubovolné
dve hlavy A, B jednym uderom. Nech medzi hlavami A a B je v kladnom smere [ hlav
a v opacnom smere m hldv. Potom [ +m = n — 2 < 2k — 3. Ak by obe éisla [ a m
boli aspon k — 1, bol by ich stcet aspon 2k — 2, ¢o nie je mozné. Preto je aspon jedno
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z Cisel [ alebo m najviac k — 2. Ak teda rytier sekne cez k krkov poc¢inajac hlavou A
pre | < k — 2 v kladnom smere a pre m < k — 2 v smere opa¢nom, zotne s hlavou A aj
hlavu B. Teraz uz opiseme stratégiu rytiera.

Rytier prvym tuderom zotne k hlav a drakovi zostane mnozina M susediacich
hlav, ktora obsahuje n — k < k — 1 hlav. Druhym tderom rytier zotne vSetky hlavy
z mnoziny M. Medzitym drakovi mohli dorast nanajvys dve hlavy, tie vSak rytier dokéaze
stat jednym tderom, ako sme ukézali vyssie, a drak teda po nanajvys troch uderoch
zostane bez hlav. Tym je tvrdenie tlohy dokazané.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Uvazujme situaciu zo zadania tlohy 2. Nech rytier dokaze jednym tderom sekat po 2
susednych krkoch.
a) Ak ma4 drak 3 hlavy, potom je rytier schopny zbavit draka vSetkych hlav dvoma
adermi. Opiste rytierovu stratégiu.
b) Dokéazte, ze ak ma drak 4 hlavy, potom si drak moze nechat dorast hlavy tak, ze
ho rytier nikdy nezbavi vSetkych hlav. Opiste drakovu stratégiu.
[Ozna¢me hlavy draka dokola ¢islami 1, 2,. .. a) Nech rytier prvym tiderom zotne hlavy
2 a 3. Drakovi ostéva hlava 1, preto si niektorii zo statych hlav neché dorast. Ale kazd4a
zo statych hlav susedi s hlavou 1, a akonéhle dorastie, rytier ju zotne spolu s hlavou 1
druhym tderom. b) Rytier neméze jednym tderom sekat po krkoch, na ktorych st
hlavy 2 a 4, sGcasne vSak jednym tGderom musi jednu z tychto dvoch hlav stat. Po
kazdom tdere teda drakovi ostane bud hlava 2, alebo hlava 4 a drak si nasledne necha
druht z tychto hlav dorast.]
D1. Na kazdej stene kocky je napisané prave jedno celé ¢islo. V jednom kroku zvolime
a postacujicu podmienku pre ocislovanie stien kocky na zaciatku, aby po kone¢nom
poc¢te vhodnych krokov boli na vSetkych stendch kocky rovnaké &isla. [60—A-I-5]

3. V trojuholniku ABC' oznacme U stred strany AB oV stred strany AC. V polrovine
opacnej k polrovine BC A uvazujme lubovolny rovnobeznik BCDE. Oznacme X prie-
secnik priamok UD a VE. Dokadzte, Ze priamka AX deli rovnobeznik BCDE na dve
casti s rovnakym obsahom. (Michal Rolinek)

Riesenie. Uvedomme si, Ze rovnobeznik je stredovo simerny podla priese¢nika uhlop-
rieGok. Lubovolnd priamka prechddzajica tymto prieseénikom preto deli rovnobeznik
na dve zhodné oblasti s rovnakym obsahom. Ozna¢me S priesecnik uhlopriecok rov-
nobeznika BCDE, je to zaroven stred tsecky BD (obr.1). Na dokaz, ze priamka AX
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deli rovnobeznik na dve ¢asti s tym istym obsahom, teda sta¢i ukézat, Ze prechédza
bodom S.

Usecka UV je strednou prieckou trojuholnika ABC, takZe je rovnobezna so stra-
nou BC a mé oproti nej poloviént dizku. Strana ED rovnobeznika BCDE je tiez
rovnobezna so stranou BC a mé s nou zhodnt dizku. Usecky UV a ED st teda
rovnobezné a [UV| = $|BC| = |ED|.

Uhly DUV a EDU su striedavé, teda zhodné, podobne st zhodné aj uhly
EVU a DEV. Trojuholniky UVX a DEX st preto podobné a plati |UX|/|XD| =
=|UV|/|ED| = % Kedze tisecka UD je taznicou trojuholnika ABD, je bod X je jeho
taziskom. Na priamke AX preto lezi taznica z vrcholu A trojuholnika ABD, takze na
nej lezi aj stred S protilahlej strany BD.

Z toho uz podla tvodného odseku vyplyva, Ze priamka AX deli rovnhobeznik ABC D
na dve (dokonca zhodné) ¢asti s tym istym obsahom.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Dokazte, ze priamka deli rovnobeznik na dve cCasti s rovnakym obsahom prave vtedy,
ked prechadza jeho prieseénikom uhlopriecok (stredom rovnobezZnika). [Rovnobeznik
je stredovo sumerny, priamka prechédzajica jeho stredom ho teda deli na dve zhodné
Casti. Naopak, nech dané priamka deli rovnobeznik na dve ¢asti s rovnakym obsahom.
V pripade, ze prechadza dvoma susednymi stranami, vytne trojuholnik, ktorého obsah
je nanajvys polovica obsahu Stvoruholnika, rovnost nastane v pripade uhlopriecky.
Ak priamka prechddza protilahlymi stranami, vznikni dva lichobezniky s rovnakou
vyskou, tie maju zhodny obsah prave vtedy, ked maja zhodny stcet zédkladni.]

N2. Zopakujte si zdkladné vlastnosti faznic a taziska trojuholnika.

D1. Lichobesnik ABC'D ma zakladne AB a C'D postupne dizok 18 cm a 6 cm. Pre bod E
strany AB plati 2|AE| = |EB|. Taziskd trojuholnikov ADE, CDE, BCE, ktoré
oznacCime postupne K, L, M, tvoria vrcholy rovnostranného trojuholnika.

a) Dokézte, ze priamky KM a CM zvieraju pravy uhol.
b) Vypoéitajte dizky ramien lichobeznika ABCD.
[60—-C-II-3]

D2. Vnutri rovnobeznika ABCD je dany bod X. Zostrojte priamku, ktord prechadza
bodom X a rozdeluje dany rovnobeznik na dve Casti, ktorych obsahy sa navzdjom
lisia ¢o najviac. [61-A-TII-4]

4. Nech m je prirodzené cislo, ktoré md 7 kladnich delitelov, a n je prirodzené cislo,
ktoré ma 9 kladngch delitelov. Kolko delitelov moze mat sicin m-n? (Eva Patakova)

RieSenie. Nech r = p{'p5*...p* je rozklad prirodzeného ¢isla r na stGcin prvocisel,
pricom pi,ps,...,pr SU navzdjom roézne prvocisla a ai,as,...,a; kladné celé c¢isla.
(Taky rozklad je az na poradie prvocisel jednozna¢ny.) Kazdy delitel d prirodzeného
¢isla 7 ma potom tvar d = pi"p5?*...pe*, pricom

0Sa;=a;, 05 =ay, ..., 0= ap < ag. (1)

Pocet delitelov teda presne zodpoveda poctu moznosti, ako vybrat k-ticu nezapornych
celych &isel (a1, aa, . .. , ay) spliiajicich podmienky (1). KedZe kazdé z ¢isel o; mozeme
vybrat préve a; + 1 spésobmi (1 < i < k), je podla kombinatorického pravidla stéinu
pocet delitelov prirodzeného ¢isla r rovny

7(r) = (a1 + (ag +1)...(ax + 1). (2)

Uvedomme si, ze kazdy z ¢initelov v (2) je viacsi ako 1. Kedze ¢islo m ma 7 delitelov
(¢islo 7 je prvoéislo), méa m prvoéiselny rozklad tvaru m = pS. Podobne vSetky ¢isla n
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s deviatimi delitelmi maji prvoéiselny rozklad n = ¢§ alebo n = ¢3q3, pri¢om q1 # qo.
Naozaj, 3 - 3 je jediny rozklad ¢isla 9 na cinitele vacsie ako 1.
Rozoberieme teraz vSetky moznosti, majic na pamiiti, Ze prvocislo p sa moze rovnat
jednému z prvocisel g;.
A. Pripad n = ¢§.

a) Nech p # ¢1. Potom mn = pS¢% je rozklad ¢isla mn na stéin prvocisel. Cislo
mn mé v tomto pripade 7 -9 = 63 delitelov.

b) Nech p = g;. Potom mn = pSp® = p!* je rozklad ¢isla mn na stcin prvocisel.
Cislo mn ma v tomto pripade 15 delitelov.

B. Pripad n = ¢%¢3.

a) Nech q; # p # go. Potom mn = p%¢?¢3 je rozklad ¢&isla mn na sacin prvocisel.
Cislo mn ma v tomto pripade 7-3 -3 = 63 delitelov.

b) Niektoré z prvocisel ¢, g2 je rovné p. Kedze v rozklade ¢isla n st v rovnakych
mocninach, sta¢i rozobrat jeden z tychto pripadov, napr. p = ¢;. Potom mn =
= p®p?q3 = pBq3 je rozklad ¢&isla mn na stcin prvocisel. Cislo mn mé v tomto
pripade 9 - 3 = 27 delitelov.

Pocet delitelov ¢isla mn moze byt 15, 27 alebo 63. Prislusny pocet delitelov
dostaneme, ak vezmeme napr. m = 64 = 2° a ¢isla n rovné 256 = 28, 100 = 22 . 52
alebo 225 = 32 - 52.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Kolko kladnych delitelov maju ¢isla 24, 128 a 1057 Kolko kladnych delitelov ma stcin
kazdej dvojice tychto &isel? [Kazdé z &isel ma 8 delitelov, 24 - 128 m4a 22 delitelov,
24 - 105 m4 48 delitelov, 128 - 105 ma 64 delitelov.]

N2. Aké sa vSetky mozné rozklady c¢isla s 8 kladnymi delitelmi na sucin prvocisel? [pz,
pip2, p1p2p3.]

N3. Uréte najmensie prirodzené ¢islo s 6smimi kladnymi delitelmi. [Z vysledku predcha-
dzajicej tlohy vyplyva, Ze hladanym je ¢islo 24, najmensie z ¢isel 27,23 -3 a2-3-5.]

N4. Nech n = p‘flpSZ ...p%* je rozklad prirodzeného ¢&isla n na sucin prvoéisel. Dokazte,
Ze potom ma &islo n prave 7(n) = (a1 + 1)(a2 + 1) ... (as + 1) kladnych delitelov.

D1. Ozna¢me 7(k) pocet vSetkych kladnych delitelov prirodzeného ¢&isla k a nech n je
rieSenim rovnice 7(1,6n) = 1,67(n). Uréte hodnotu podielu 7(0,16n) : 7(n). [48—A-I-4]

5. Nech S je stred prepony AB pravouhlého trojuholnika ABC, ktory nie je rovnora-
menny. Oznacme D pdtu vysky z vrcholu C a R priesecnik osi vnutorného uhla pri
vrchole C' s preponou AB. Urcte velkosti vnitornich uhlov tohto trojuholnika, ak plati
|SR| = 2|DR). (Jaroslav Svréek)

Riesenie. O danom trojuholniku ABC budeme predpokladat, Ze z jeho odvesien AC
a BC je dlhsia ta prva, a ze teda uhol BAC' (vyznaceny dvoma obla¢ikmi na obr. 2) je
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mensi ako 45°. V opacnom pripade stac¢i v celom rieSeni vratane zaverecnej odpovedi
navzajom vymenit vrcholy A a B.

Kedze trojuholnik ASC' je rovnoramenny (bod S je stredom Téalesovej kruznice
opisanej pravouhlému trojuholniku ABC), je |£ACS| = |£BAC|. Pravouhlé trojuhol-
niky ABC a CBD sa zhoduji vo vnutornom uhle pri vrchole B, si teda podobné
a vyplyva z toho zhodnost uhlov BAC a BCD. Uhly ACS a BCD st teda zhodné
a mensie ako 45°, takze ich do pravého uhla AC'B dopliia nenulovy uhol SCD, ktorého
os je navySe zhodnda s osou celého uhla ACB, ¢o je polpriamka C'R. Zaroven z toho
vyplyva aj zhodnost uhlov SCR a DCR (a tiez to, ze bod R lezi medzi bodmi S a D).

Oznac¢me P stred tsecky SR a ) pétu kolmice z bodu R na priamku SC. Pravouhlé
trojuholniky CQR a CDR s pravymi uhlami pri vrcholoch @) a D sa zhoduja vo
velkostiach vnitorného uhla pri vrchole C' a v dlzke (spolo¢nej) prepony CR, st preto
zhodné a podla predpokladu tulohy tak plati |QR| = |DR| = %\SR[ = |PR|. To
znamend, ze trojuholnik PRQ je rovnostranny, takze |[{PRQ| = 60°, |{RSQ| = 30°
a |£SCD| = 60°. Kedze uhol pri vrchole C' je pravy, vychddza |[{BAC| = |[{ACS| =
= 15° a |[{ABC| = 75°.

Iné riesenie. Rovnako ako v predchadzajicom rieSeni ukazeme, ze C'R je osou uhla
SCD. Tato os deli stranu SD trojuholnika SC'D v rovnakom pomere, ako je pomer
dlzok stran prilahlych k tymto tsekom (pozri navodnt tlohu 1). Teda podla predpo-

kladu ulohy plati
) |CD| |RD| 1
L£CSD| = —F = —— = =.
sin | |=1c5) = RS~ 2

Preto je velkost uhla C'SD rovna 30° a velkost uhla BAC je 15° alebo 75°.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Os vnutorného uhla trojuholnika ABC pri vrchole C' pretina stranu AB v bode R.
Dokazte rovnost pomerov |AC| : |BC| = |AR| : |BR)|. [Ozna¢me v velkost vysky
trojuholnika ABC' prechadzajicej bodom C. Bod R lezi na osi uhla ACB, jeho
vzdialenost od stran AC a BC je teda rovnaka, oznaéme ju r. Dvoma spdsobmi
vyjadrime obsah trojuholnika ARC, plati %\ARW = %|AC|T‘. Podobne vyjadrime aj

obsah trojuholnika BRC| plati %|BR|1) = %|BC|7". Vydelenim oboch tychto rovnosti
dostaneme pozadovany vztah.]

N2. Pomocou velkosti vnutornych uhlov trojuholnika vyjadrite velkosti uhlov, ktoré zvie-
raju vysky trojuholnika s jednotlivymi stranami a medzi sebou navzajom.

N3. Danda je kruznica k so stredom S. Kruznica | méa vicsi polomer ako kruznica k,
prechadza jej stredom a pretina ju v bodoch M a N. Priamka, ktord prechadza
bodom N a je rovnobezné s priamkou M S, vytina na kruzniciach tetivy NP a NQ.
Dokazte, ze trojuholnik M PQ je rovnoramenny. [59—C—II-3]

N4. Pre vnutorny bod P strany AB ostrouhlého trojuholnika ABC ozna¢me K a L pity
kolmic z bodu P na priamky AC a BC'. Zostrojte taky bod P, pre ktory priamka C P
rozpoluje usecku K L. [58-B-S—-2]

N5. Nech ABC je ostrouhly trojuholnik. Ozna¢me K a L pity vysSok z vrcholov A a B,
M stred strany AB a V priese¢nik vysok trojuholnika ABC. Dokazte, ze os uhla KM L
prechadza stredom tsecky VC. [54-B-11-3]

D1. Nech V je priese¢nik vysok ostrouhlého trojuholnika ABC'. Priamka CV je spolo¢nou
dotyc¢nicou kruznic k a [, ktoré sa zvonka dotykaja v bode V a pritom kazda z nich
prechddza jednym z vrcholov A a B. Ich priese¢niky s vnutrami stran AC a BC
ozna¢me P a @Q. Dokazte, ze polpriamka V' je osou uhla PVQ a ze body A, B, P, Q
lezia na jednej kruznici. [62-B-1-3]

D2. V rovine je dany rovnobeznik ABC D, ktorého uhlopriecka BD je kolma na stranu AD.
Ozna¢me M (M # A) prieseénik priamky AC s kruznicou majicou priemer AD.
Dokazte, ze os tseCky BM prechadza stredom strany C'D. [57-B-II-3]

D3. V lubovolnom ostrouhlom réznostrannom trojuholniku ABC ozna¢me O, V a S po-
stupne stred kruznice opisanej, prieseénik vysok a stred kruZnice vpisanej. Dokézte, ze
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os tse¢ky OV prechddza bodom S préve vtedy, ked jeden vnitorny uhol trojuholnika
ABC ma velkost 60°. [59-A-1-4]

D4. Oznac¢me S stred kruznice vpisanej danému trojuholniku ABC a P, Q pity kolmic
z vrcholu C na priamky, na ktorych lezia osi vnatornych uhlov BAC a ABC. Dokazte,
ze priamky AB a PQ st rovnobezné. [51-A—S-2]

6. Dokazte, Ze pre lubovolné kladné redlne ¢isla a, b, ¢ plati

1 n 1 n 1 < 1 n 1 n 1
a?—ab+b  V2—bc+c? E—cat+a® T a® b2 &
Urcte, kedy nastdva rovnost. (Jaroslav Svréek)

RieSenie. Najskor dokdzeme jednoduchsiu nerovnost

1 1,1 1
- < (=4 = 1
a2—ab—|—b2_2(a2+b2> (1)

pre lubovolné dve kladné ¢isla a, b. Menovatel prvého zlomku v (1) je zrejme kladny,
lebo
a?> —ab+b* = (a — 3b)* + 3b* > 0.

Po vynasobeni nerovnosti (1) kladnymi menovatelmi vSetkych zlomkov na oboch stra-
nach dostaneme po tprave ekvivalentnii nerovnost

O§a4—a36—ab3—i—b4:(ag—bg)(a—b), (1/)

ktora je zrejme splnena, pretoze
a) v pripade a > b plati a® > b3 a na pravej strane nerovnosti je st¢in dvoch kladnych
realnych cisel;
b) v pripade a = b je na pravej strane nerovnosti nula;
c¢) vpripade a < bplati a® < b a na pravej strane nerovnosti je sti¢in dvoch zdpornych
realnych cisel.
7Z tejto diskusie zarovern vyplyva, Ze rovnost nastane prave vtedy, ked a = b.
Zémenou premennych (a,b) v nerovnosti (1) premennymi (b, ¢), (¢,a) dostaneme
postupne nerovnosti

1 1,1 1
— — < (=4 = 2
7 hera st a) )
1 1,1 1
— < (=4 = 3
c2—ca+a2_2<02+a2)’ (3)

v ktorych nastane rovnost prave vtedy, ked postupne plati b = c a ¢ = a.
Séitanim nerovnosti (1), (2) a (3) tak dostaneme dokazovant nerovnost

1 n 1 n 1 1+1+1
a2 —ab+02 b2—bc+c?2 2—ca+a? T a?2 b2 2

A

Rovnost v nej nastane prave vtedy, ked nastane rovnost vo vSetkych troch pouzitych
nerovnostiach, teda prave vtedy, ked a = b = c.
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Pozndmka. Nerovnost (1’) moZno dokézat mnohymi inymi postupmi. Napriklad ju
mozeme upravit na ekvivalentny tvar

0 < (a—b)?*(a® + ab + b?),

alebo moZeme pouZit permutac¢nii nerovnost! pre sithlasne usporiadané dvojice (a,b),
(a3,b3), alebo mdzeme pouzit nerovnost medzi aritmetickym a geometrickym prieme-
2 dve & : l4l4l4lb4 l4lb4lb4lb4 ¢sledné :
rom” pre dve Stvorice (za*, 7a%, za*, 70%) a (7a*%, ;0%, 7b%, ;b*) a vysledné nerovnosti
séitat, a pod.
Z uvedeného postupu vyplyva, ze dokazovana nerovnost plati dokonca pre vSetky
nenulové realne cisla a, b, c.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Dokézte nerovnost a? — ab + b> > 0 pre lubovolné dve realne ¢isla a, b. [Nerovnost
dostaneme jednoduchou tupravou na stvorec, alebo ukézeme, ze uvedeny kvadraticky
trojélen ma v premennej a zaporny diskriminant.]

N2. Dokazte, ze pre lubovolné kladné redlne ¢isla a, b platia nerovnosti

(i +3)
a b))

1 1
a+b 4

a® + b% > 2ab, >2 a®+ b3 2> a’b+ ab?,

A

+

SRS}
SRS

Kedy v nich nastéva rovnost?
N3. Dokéazte, ze pre Tubovolné kladné realne ¢isla a, b, ¢ plati nerovnost

1 n 1 n 1 <1<1+1+1>
a+b b4+c c4+a " 2\a b c)’

[Podla predchadzajicej tlohy plati %H < %(% + %) Podobne plati aj bic < i(% +

+ %) a chra < %(% + %) Séitanim tychto troch nerovnosti dostaneme pozadovanu

nerovnost, v ktorej nastdva rovnost prave vtedy, ked nastéva rovnost vo vsetkych
pouzitych nerovnostiach, t.j. v pripade a = b = ¢.]
N4. Urcte vsetky dvojice (z,y) redlnych éisel, pre ktoré plati nerovnost

1 1 T oy 2
@+yl=-+-)2(=+=).
Tz oy y
(63-B-1-2]
Nb5. Dokéazte, ze pre lubovolné kladné redlne ¢isla a, b plati

@<2(a2+3ab+b2)<a+b
- 5(a +b) - 2

)

a pre kazdd z oboch nerovnosti zistite, kedy prechddza na rovnost. [59—-C-I-5]
N6. Dokéazte, ze pre Tubovolné kladné ¢&isla a, b a ¢ plati nerovnost

(D) (o)) 2

Zistite, kedy nastane rovnost. [55-B—S—1]

! Napr. Herman J., Simsa J., Kudera R., Metody feseni matematickiyjch iloh, Masarykova univerzita
Brno, 1996, str. 126-129.

2 Napr. Kufner A., Nerovnosti a odhady, SMM 39, UV MO vo vydavatelstve Mlada fronta, Praha,
1989, kapitola I.



D1.

D2.

D3.

Dokézte, ze pre lubovolné kladné ¢isla a, b plati nerovnost
b 1 1
{’FJF {’/>§ v 2(a+b)(f+f>.
b a a b
[49-A-TI-3]

Dokazte, ze pre kazdu trojicu x, y, z kladnych ¢&isel plati nerovnost

2 2 2
TYZz + + <Vz+ +/z.
y(x+y Vi Z+$>_xf Vy+Vz

Zistite, kedy nastane rovnost. [47-B-I-3]
Dokézte, ze pre kazdu trojicu z, y, z nezadpornych &isel plati nerovnost

2(@ — v/72) + y(y — V7@) + 2(z — \/7Y) 2 0.

Zistite, kedy plati rovnost. [17-A-II-2]
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