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A-111-4 Laser

Zacneme tym, Ze spravime niekolko pozorovani, ktoré ndm neskoér ulahéia Zivot.

Pozorovanie prvé: Vzdy musi existovat optimélne rieSenie, v ktorom sa laserovy 1a¢ odrazi od kazdého zrkadla
len jedenkrat. Ak by sme totiZz mali rieSenie, v ktorom sa od toho istého zrkadla odrazi 14¢ dvakrat, vieme z
toho riesenia cely isek medzi prvym a druhym odrazom vynechat — bud tak, Ze na doty¢né policko ddme opacne
oto¢ené zrkadlo, alebo tak, Ze tam to zrkadlo vobec neddme. Toto nové rieSenie pouZije nanajvys tolko zrkadiel
ako to povodné.

Na zrkadlo sa mozeme divat ako na moznost zmenit na danom policku smer o 90 stuptiov, teda zatoc¢it dolava
alebo doprava. Kedze uz vieme, ze staci hladatf rieSenie, kde na kazdom poli¢ku zmenime smer najviac raz,
hladdme vlastne cestu od lasera k fotoreceptoru, ktord najmenejkrat zmeni smer.

Pozorovanie druhé: Uvazujme trochu int tlohu: namiesto laserového lii¢a majme robota, ktory sa méze zadarmo
hybat dopredu a za jeden peniaz sa otocit dolava alebo doprava. Potom najlacnejSia cesta robota do ciela
zodpoveda najmensiemu poctu zrkadiel, ktoré potrebujeme v nasej pévodnej tlohe.

V Com je medzi tymito dvomi tlohami rozdiel? Po nasom prvom pozorovani uz ostava len jeden rozdiel: sku-
tocnost, Ze robot sa (za dva peniaze) vie na jednom poli¢ku oto¢it aj do protismeru, ¢o ale v nasej ulohe so
zrkadlami spravit nevieme.

Tu si ale staci uvedomit, Ze optimdlne rieSenie tlohy s robotom otocku o 180 stupriov nikdy nepouzije. Ak by
sa robot niekedy otocil o 180 stuptiov, znamenéa to, Ze sa nejaky ¢as bude vracat po trase, ktorti uz predtym
presiel — az kym nepride na miesto, kde sa od nej zase odpoji. Potom by ale bolo lacnejsie, keby celt zachadzku
vynechal a na danom mieste sa len rovno otoc¢il do smeru, ktorym chce ist dalej.

Z vyssie uvedenych pozorovani teda vyplyva, Ze ndm stac¢i najst cestu pre robota, ktory najmenejkrat zatodi, a
potom z nej zostrojif rieSenie naSej tlohy tak, Ze na miesta, kde zatodil, umiestnime spréavne natoc¢ené zrkadla.

Kubické riesenie

Pre jednoduchost predpokladajme, Ze stél ma rozmery n x n. N&§ robot sa moze nachadzaf v nanajvys 4n?
stavoch: je n? moznosti, kde stoji, a §tyri moZnosti, ktorym smerom sa pozera. Na stavovy priestor sa moZeme
divat ako na graf. Jednotlivé stavy budu vrcholy a hrany budi zodpovedat tsekom prejdenym medzi jednotlivymi
zatoceniami. Presnejsie, ked sme v konkrétnom stave, nas dalsi pohyb bude vyzerat tak, Ze spravime niekolko
(1 alebo viac) krokov dopredu a potom (na policku, kde tak smieme spravit) zato¢ime dolava alebo doprava.
Kazdej takejto moznosti bude zodpovedat jedna hrana.

V takto postavenom grafe teda mdme O(n?) vrcholov a z kazdého vedie O(n) hran. Kazd4 hrana zodpovedé
jednému zatocdeniu, na hladanie najlepsieho spésobu, ako dosiahnut jednotlivé stavy, mdZzeme pouzit obycéajné
prehladavanie do sirky (BFS) zo zac¢iatocného stavu.

Implementacny detail: ked sktisame vSetky moZnosti, kam sa dalej pohnut z konkrétneho stavu, a podari sa nam
dosiahnut ciel, zjavne sme prave nasli najlacnejsi sposob, ako to spravit. Rovno v tej chvili teda prehladdvanie
prerusime a spatnym prechodom zostrojime jednu optimalnu cestu.

Vyssie popisané rieSenie v najhorSom pripade prezrie cely graf, jeho ¢asové zlozitost je teda O(n?).

Kvadratické rieSenie

Graf na priestore stavov vieme vybudovat aj Sikovnejsie. Stavy/vrcholy budeme maft tie isté ako vo vyssie
popisanom rieSeni, hrany vsak pridame ina¢. Z kazdého vrcholu povedt nanajvys tri hrany: hrana s dizkou 0
zodpovedajica jednému kroku dopredu a (ak sa na danom mieste vieme oto¢it) hrany s dizkou 1 zodpovedajtice
otoceniu dolava a doprava. Nadalej zjavne plati, Ze najkratSia cesta zo Startu do ciela v tomto grafe zodpoveda
najlepsiemu rieSeniu nasej péovodnej tlohy.

KedZe tentokrat mame hrany dizok 0 a 1, na najdenie najkratsej cesty nevieme pouzit oby¢ajné prehladévanie
do #irky, vieme ho vSak vhodne upravit. V Tubovolnom grafe, ktorého dizky hran st 0 a 1, vieme najkratsie
cesty z jedného vrcholu do vSetkych ostatnych vypoditat nasledovnym algoritmom:

e Pre kazdy vrchol si pamitdme najmensiu vzdialenost dofi, ktorii sme uZ objavili. Na zadiatku méme
vzdialenost 0 pre vrchol, kde za¢iname, a vzdialenost oo pre vSetky ostatné vrcholy.
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e Aby sme vedeli na konci aj zostrojit najkratsiu cestu zo Startu do ciela, pre kazdy vrchol si pamétame,
odkial sme don najkratSou cestou prisli.

e Vrcholy ¢akajiice na spracovanie nebudeme mat uloZené v obycajnej fronte, ale v tzv. obojstrannej fronte
(deque). Tej vieme efektivne pridédvat aj odoberat vrcholy na oboch jej koncoch. Na zaciatku do fronty
zaradime zaciato¢ny vrchol.

e Rovnako ako v klasickom BFS, kym sa nadm fronta nevyprazdni, dokola opakujeme cyklus, v ktorom
vyberieme prvy vrchol z fronty a spracujeme ho.

e Spracovanie jedného vrcholu vyzera nasledovne: Postupne prejdeme vSetky hrany, ktoré z neho veda. Pre
kazda hranu sa pozrieme, ¢i pomocou nej nevieme zlep$it vzdialenost do jej koncového vrchola. Ak ano,
zapiSeme si pre ten vrchol jeho novi vzdialenost a zaradime ho do fronty na spracovanie.

Ale pozor, délezitd zmena: Ak zaradujeme do fronty vrchol, do ktorého sme prisli hranou dlzky 1, zaradime
ho klasicky, teda na koniec fronty. Ale ak sme prigli hranou dlzky 0, zaradime ho hned na zaciatok.

Preco tento algoritmus funguje a akd je jeho ¢asova zlozitost?

Matematickou indukciou si mozeme dokézat, ze vo fronte ¢akajiicej na spracovanie st vzdy nanajvys dve skupiny
vrcholov: najskor nejaké vrcholy, do ktorych sa vieme dostaf cestou ,aktudlnej* dizky z, potom mozno nejaké
vrcholy, do ktorych sa vieme dostat cestou dizky  + 1. Tento invariant plati prave vdaka sposobu, akym nové
vrcholy do fronty zaradujeme.

V kazdom kroku algoritmu teda spracujeme vrchol, ktory mé spomedzi vSetkych nespracovanych najmensiu
doteraj$iu vzdialenost. No a lahko nahliadneme, Ze t4 uz musi byt definitivha — vSetky vrcholy s menSou
vzdialenostou sme uz totiz spracovali a vSetky hrany vedtce z nich dalej sme uZz tym padom prezreli. Z toho
teda vyplyva, ze ked nas algoritmus prehlasi o nejakom vrchole, Ze je spracovany, pozname naozaj spravnu dlzku
najkratsej cesty dom.

No a uz si len treba uvedomit, ze kazdy vrchol sa mdze vo fronte na spracovanie ocitnif nanajvys dvakrdt.
Ano, dvakrat, nie raz. Moze sa napr. staf, ze ked spractivame vrchol vy, ktory je vo vzdialenosti 7 od zaciatku,
objavime sposob, ako hranou dlzky 1 dosiahnut vrchol w. Vtedy nastavime vrcholu w vzdialenost na 8 a zaradime
ho na koniec fronty. Neskor vsak mézeme spracovat iny vrchol vy a z neho vrchol w dosiahnuf hranou dizky 0.
Ak sa toto stane, zmenSime vrcholu w vzdialenost na 7 a zaradime ho do fronty na spracovanie druhykrat —
tentokrat vSak na jej zaciatok.

To, ze méame vo fronte na spracovanie vrchol w dvakrat, ndm nijak neprekaza — pri druhom spracovani vrcholu
w sa uz jednoducho ni¢ nestane.

Tento algoritmus teda kazdy vrchol grafu aj kazda hranu grafu nanajvys dvakrat spracuje, a teda je jeho ¢asova
zlozitost linedrna od velkosti grafu. V nasom pripade méame graf s O(n?) vrcholmi aj hranami, ¢asové zlozitost
tohto riesenia je teda tiez O(n?).

(Na zaver dodame, Ze vyssie uvedena argumentacia plati pre tplne Tubovolny graf s hranami dizok 0 a 1. N4&s
graf je navySe Specidlny: pre kazdy vrchol plati, Ze vSetky cesty doil maja rovnakd paritu dlzky, lebo ta je
jednoznacne urcend otoCenim v nom. Kazdy vrchol bude teda do fronty na spracovanie zaradeny dokonca len
raz.)

Listing programu (C++)
#include <bits/stdc++.h>

using namespace std;

const int MAXRS = 2500;

const int DR[] = { 0, 1, 0, -1 };
const int DS[] = { 1, 0, -1, 0 };
struct stav { int r, s, d; };
int vzdialenost [MAXRS] [MAXRS] [4];
stav odkial [MAXRS] [MAXRS] [4];
char zrkadlo[MAXRS] [MAXRS] [4];
#define INDEX (pole,cstav) pole[cstav.r][cstav.s] [cstav.d]

int main() {
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// naé&itaj mapu

int R, S;

cin >> R >> S;

vector<string> mapa (R);

for (int r=0; r<R; ++r) cin >> mapalr];

// nadjdi Startovaci stav a vloz ho do fronty
stav start;
for (int r=0; r<R; ++r) if (mapalr]

[0] = ’-") { start.r=r; start.s=0; start.d=0; }
for (int r=0; r<R; ++r) if (mapalr][S- i

) { start.r=r; start.s=S-1; start.d=2; }

for (int r=0; r<R; ++r) for (int s=0; s<S; ++s) for (int d=0; d<4; ++d) vzdialenost|[r][s][d] = 987654321;
INDEX (vzdialenost, start) = 0;

deque<stav> Q;

Q.push_back (start) ;

// prehladadvaj do Sirky
while (!Q.empty()) {
stav kde = Q.front ();
Q.pop_£front () ;

// zisti, &i nie sme v cieli, a ak &no, zostroj a vypis$ riesenie

if (mapal kde.r ][ kde.s ] == "=") {
while (kde.r != start.r || kde.s != start.s || kde.d != start.d) {
if (INDEX(zrkadlo,kde) != ’.’) mapalkde.r] [kde.s] = INDEX(zrkadlo,kde);

kde = INDEX (odkial,kde);
}
for (string row : mapa) cout << row << ”\n”;
return 0;

}

// vysktSaj tri moZnosti pohybu: rovno, cez zrkadlo /, cez zrkadlo \.
for (int pohyb=0; pohyb<3; ++pohyb) {
stav kam = kde;

int dlzka

if (pohyb { kam.r += DR[ kde.d ]; kam.s += DS[ kde.d ]; }
if (pohyb { kam.d = 3 - kde.d; dlzka = 1; }

if (pohyb == 2) { kam.d = kde.d "~ 1; dlzka = 1; }

if (mapal kam.r ][ kam.s ] == ’'X’) continue;

if (mapal kam.r ][ kam.s ] == ’-') continue;

if (pohyb != 0 && mapal kam.r ][ kam.s ] == '0’) continue;

if (INDEX (vzdialenost,kde) + dlzka >= INDEX(vzdialenost,kam)) continue;
INDEX (vzdialenost, kam) = INDEX (vzdialenost,kde) + dlzka;

INDEX (odkial, kam) = kde;

INDEX (zrkadlo, kam) = ”./\\” [pohyb];

if (dlzka == 0) Q.push_front (kam); else Q.push_back (kam);

cout << "nemozne\n”;

A-111-5  Graffiti

Za tlohu je pomerne lahké ziskat nejaké body hrubou silou: jednoducho simulujeme proces popisany v zadani,
pricom si o kazdom panele miru pamétame, ¢i je momentalne pomalovany.

Ak umelci maluja len na jeden panel

Pre vstupy, v ktorjch kazdy umelec pomaluje len jeden panel, je lahké aj efektivne riesenie. Staci si napriklad
v jednej usporiadanej mnozine pamiitat vSetky ¢isté panely a v druhej vSetky pomalované panely. Vzdy, ked
pride novy umelec, ndjdeme v ¢ase O(logp) prvy Cisty panel. A vzdy, ked pride poriadkova sluzba, ndjdeme v
O(logp) v druhej mnozine tisek pomalovanych panelov, ktoré treba vydcistit, a jeden po druhom ich postupne
presunieme medzi Cisté.

Dokopy vSetkych umelcov spracujeme v ¢ase O(ulogp). No a kedze kazdi pomalovant stenu, ktort niekedy
poriadkova sluzba vy¢isti, musel predtym niekto zamalovat, dokopy za cely beh programu vy¢isti sluzba nanajvys
u stien, a teda aj vSetky udalosti tykajuce sa poriadkovej sluzby vieme spracovat v ¢ase O(ulogp).

(Vsimnite si, Ze je nutné pri spracivani poriadkovej sluzby vedief, ktoré panely v jej tseku si pomalované, a
spracovat len tie. Ak by sme sa pozerali na tplne kazdy panel v istenom tseku, narastla by ¢asova zlozitost na

O(up).)
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Vseobecné rieSenie

V nasom vzorovom rieSeni pouzijeme na reprezenticiu muaru tzv. intervalovy strom: Uplny binarny strom,
ktorého listy zodpovedaji jednotlivim panelom muru. Vnutorné vrcholy tohto stromu potom zodpovedaju
dlhsim tisekom muru. Ak listy stromu tvoria troveri 0, ich rodicia troven 1, a tak dalej, tak kazdy vrchol na
arovni 4 predstavuje nejaky konkrétny tisek 2° po sebe idtcich panelov.

Pocet listov tohto stromu je najblizSou mocninou dvoch vi¢Sou alebo rovnou p. (Pouzijeme len p najlavejsich z
nich, ostatné st akoby cely ¢as pomalované.) Je zjavné, ze listov je menej ako 2p. Hibka intervalového stromu
je teda O(log p).

Dol o[ [ [ B [o]o]e (0"

Na obrazku je priklad intervalového stromu. Pole v spodnom riadku predstavuje listy stromu, teda troven 0.
Hodnoty 0 a 1 predstavuji pomalované a prazdne panely.

Hlavné pouzitie intervalového stromu je nasledovné: lubovolny tisek miru vieme rozdelit na O(logp) kratsich
(a navzajom disjunktnych) tsekov, z ktorych kazdy zodpovedd nejakému vrcholu intervalového stromu. Ak
teda chceme nieco zistit o nejakom tseku, pripadne si o nom zapisat nejak informdaciu, nemusime v dcase
O(p) postupne po jednom prejst vSetky jeho policka, ale staci v ¢ase O(logp) najst prislusné policka v strome.
Na obréazku sa sivou farbou oznacené vrcholy stromu, ktoré dokopy reprezentuja tusek zacinajuci Stvrtym a
konciaci jedendstym panelom.

Rozmyslime si, aké operacie potrebujeme vediet s nasim stromom robit:

e Pre dané d najst najlavejsi vyskyt d voInych panelov vedla seba.
e Cely dany tsek oznacit ako zafarbeny, alebo naopak ako ¢isty.

Aby sme vedeli robit prva z nich efektivne, budeme si v kazdom vrchole stromu pamétat tri hodnoty:

e Aky najdlhsi tsek Cistych panelov sa nachddza niekde v tiseku panelov, ktoré tento vrchol zastupuje?
e Kolkymi ¢istymi panelmi jeho tisek panelov zacdina a kolkymi kond¢i?

Tieto informécie si vieme lahko udrziavat aktudlne. Ak ich pozname pre oboch synov nejakého vrcholu v, Tahko
z nich vypoéitame, ¢o ma byt zapisané vo v. (Napr. najdlhsi ¢isty tisek maximom troch moZnosti: najdlhsi asek
pod lavym synom, najdlhsi Gsek pod pravym synom, alebo tsek, ktory tvoria ¢isté panely na konci tseku Tavého
syna a na zaciatku tseku pravého syna.)

No a pomocou tychto informécii vieme Tahko najst najlavejsi dostatoéne dlhy ¢isty tsek: staci zacat v koreni
stromu a vZdy si vybrat najlavejSiu moznost ktora este vedie k rieseniu.

Aby sme vedeli efektivne znacit tseky ako ¢isté alebo zafarbené, pouzijeme techniku nazyvant lenivé robenie
zmien (lazy updates). Kazdému vrcholu priddme eSte jednu premennti, ktort nazveme stav. Kazdy vrchol moze
byt v jednom z troch stavov: aktuélny, ¢isty, alebo Spinavy. Aktudlny vrchol mé v sebe ulozené informaécie vo
vyssie popisanej podobe. Cisty vrchol je vrchol, v ktorom méame poznacené, Ze vietky vrcholy pod nim st ¢isté.
No a $pinavy vrchol je vrchol, v ktorom méme poznacené, ze vSetky vrcholy pod nim st zamalované.

Ked teda menime stav panelov (¢i uz umelec niektoré pomaloval alebo poriadkové sluzba niektoré vy¢istila),
jediné, ¢o urobime, je, Ze zmenime stav vrcholov, ktoré tomu tiseku zodpovedaja (a prepocitame informécie vo
vrcholoch nad nimi).

Takato zmena moze sposobit, Ze niekde pod ¢istymi/Spinavymi vrcholmi st vrcholy, v ktorych st neaktualne
informaécie. Toto je ale prave podstata lenivych zmien — v tejto chvili si len povieme, Ze ndm tento stav neprekéaza.
Predstavme si totiZ, Ze ideme od korena Iubovolnym smerom dodola po nasom intervalovom strome. Skor, nez
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prideme do vrcholu, v ktorom st neaktudlne informéacie, vzdy narazime na prislusny ¢isty/$pinavy vrchol a tam
uZ vieme, na ¢om sme a nemusime ist hlbSie.

Obcas sa nam stane, ze z nejakého ¢istého alebo $pinavého vrcholu v predsa len potrebujeme ist dalej dodola.
Napr. mame poznacené, ze vrchol predstavujici nejakych 8 panelov je Spinavy, ale teraz prisla nova poziadavka,
ze treba prvé tri z nich odistif. AZ v tejto situdcii preposleme informdciu dalej: ak bol v $pinavy, tak najskor
oboch synov v zmenime na Spinavych, potom rekurzivne zideme dole do jedného z nich, urobime potrebné
zmeny, a ked sa z rekurzie vynorime, tak prepoéitame (teraz uz aktuédlny) vrchol v pomocou informécie v jeho
synoch. V naSom priklade by teda vysledkom bola situdcia, v ktorej by lavy syn v skonéil tiez aktudlny (a
pamétali by sme si v Tiom, Ze st pod nim tri ¢isté panely), zatial ¢o pravy syn v by skonéil §pinavy. Z tychto
udajov by sme nasledne prepocitali v.

Kazdt operéciu so stromom vieme takto zrealizovat v ¢ase O(logp), spracovanie u udalosti teda zvladneme s
¢asovou zlozitostou O(ulogp).

Na zéaver dodédvame, Ze existuju aj iné rieSenia s touto Casovou zlozitostou. Iné riesenie je napr. zaloZené na
tom, Ze mur si budeme reprezentovat ako mnozinu stavislych tsekov éistych panelov. Tie si budeme udrziavat
vo vyvazovanom bindrnom strome usporiadané podla zadiatku. NavySe si v kazdom vrchole stromu budeme
pamétat, aky najdlhsi Gisek lezi v jeho podstrome.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

const int CISTY

0, SPINAVY = 1, AKTUALNY = 2;
const int HLBKA ;

=19;
struct vrchol {

int zaciatok, koniec, najviac, stav;

void zapln(int level, int s) { stav=s; zaciatok = koniec = najviac = (s==CISTY ? (l<<level) : 0); }
Vi

vector< vector<vrchol> > T;

void prepocitaj_vrchol (int level, int offset) {
if (level == 0) return;
vrchol &ja = T[level][offset], lsyn = T[level-1][2xoffset], psyn = T[level-1][2x0offset+1];
ja.stav = AKTUALNY;

ja.zaciatok = lsyn.zaciatok;

if (ja.zaciatok == 1 << (level-1)) ja.zaciatok += psyn.zaciatok;
ja.koniec = psyn.koniec;

if (ja.koniec == 1 << (level-1)) ja.koniec += lsyn.koniec;

ja.najviac = max( max(lsyn.najviac, psyn.najviac), lsyn.koniec+psyn.zaciatok );

}

void preposli_dole(int level, int offset) {

if (level == 0) return;
vrchol &ja = T[level] [offset], &lsyn = T[level-1][2*xoffset], &psyn = T[level-1][2x0ffset+1l];
if (ja.stav == AKTUALNY) return;

lsyn.zapln(level-1, ja.stav);
psyn.zapln(level-1, ja.stav);
prepocitaj_vrchol (level,offset);

int najdi_prvy_usek (int dlzka, int level=HLBKA, int offset=0) {
preposli_dole (level,offset);
if (T[level] [offset].najviac < dlzka) return -1;

if (level == 0) return offset;

int tmp = najdi_prvy_usek(dlzka, level-1,2*xo0ffset);

if (tmp != -1) return tmp;

vrchol lsyn = T[level-1][2xoffset], psyn = T[level-1][2*offset+1];

if (lsyn.koniec + psyn.zaciatok >= dlzka) return (1<<(level-1))=x*(2xoffset+l) - lsyn.koniec;

return najdi_prvy_usek (dlzka, level-1,2xo0ffset+1);
}

void zaznac_usek (int lo, int hi, int stav, int level=HLBKA, int offset=0, int vlo=0, int vhi=1<<HLBKA) {
preposli_dole (level,offset);
if (hi <= vlo || vhi <= lo) return;
if (lo <= vlo && vhi <= hi) { T[level][offset].zapln(level,stav); return; }
zaznac_usek (1o, hi, stav, level-1,2%xoffset,vlo, (vlio+vhi) /2);
zaznac_usek (lo,hi, stav, level-1, 2%xoffset+1, (vlio+vhi)/2,vhi);
prepocitaj_vrchol (level,offset);

}

int main() {
int P, U;
cin >> P >> U;
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T.resize (HLBKA+1);
T[0] .resize( 1<<HLBKA, {0,0,0,AKTUALNY} );
for (int p=1; p<=P; ++p) T[O0][p] = {1,1,1,AKTUALNY};
for (int h=0; h<=HLBKA; ++h) {
T[h].resize( 1<<(HLBKA-h) );

for (int 0=0; o< (l1<<(HLBKA-h)); ++0) prepocitaj_vrchol (h,o0);
}
while (U--) {

string cmd; cin >> cmd;

if (cmd == "U") {

int d; cin >> d;

int ans = najdi_prvy_usek(d);

cout << ans << "\n”;

if (ans != -1) zaznac_usek (ans,ans+d, SPINAVY) ;
} else {

int x, y; cin >> x >> y;

zaznac_usek (x,y+1,CISTY);

A-111-6  Koralky

Nasou tlohou je pomoct Natélke s jej kordlkovym problémom. Zacnime nie prili§ efektivnym algoritmom.

Skasanie vSetkych moznosti

Nazvime neklesajiucu postupnost koraliek ndhrdelnik. Pre dostatoéne malé n si mozeme vygenerovat vSetky
validné néhrdelniky a vybraf najdlhsi z nich. Oznaéme si postupnost na vstupe F. Vsetky dobré ndhrdelniky
vieme vygenerovat napriklad pomocou rekurzivnej funkcie f(ind,lavy,pravy), kde ind je index &isla, ktoré
ideme spracovat a lavy a pravy st indexy poslednej koralky uZ navledenej na Snurku zlava a sprava. Tato
funkcia postupne vyskusa vietky moznosti, ako nahrdelnik dokonéit, a vrati dizku najdlhsej z nich. V tele
funkcie f staci vyskasat tri moznosti a vybraf z nich maximum.

e f(ind+ 1,lavy,pravy) (preskocime ¢islo na pozicii ind)
o f(ind + 1,ind, pravy) + 1, ak F[ind] < F[lavy] (pridame ¢islo na pozicii ind na zadiatok)
o f(ind + 1,lavy,ind) + 1, ak F[ind] > F[pravy] (priddme ¢islo na pozicii ind na koniec)

Teraz u7 staci zavolat funkciu f(i + 1,4,4), pre kazdé i < n a vybrat maximum. Casové zlozitost tohto riesenia
je O(3™), pretoze mame n pozicii a v kazdej sa nasa rekurzia moze rozdelit do troch vetiev.

Toto rieSenie vSak vieme vyleps$it pridanim memoizicie. Argumenty funkcie f st ohrani¢ené poc¢tom ¢isel na
vstupe a kazdy stav vieme vypocitat v konstantnom case. Ak teda kazdy stav vypocitame len raz a zapaméitame
si jeho riesenie v tabulke, dostaneme ¢asovii zlozitost priamo iimernti poétu roznych volani funkcie f, teda O(n?).

Vzorové riesenie

Vzorové rieSenie je zaloZené na nasledovnej myslienke: Niektort koralku sme museli na ndhrdelnik navliect ako
prvi. Ak by sme vedeli ¢islo 4 a teda farbu F[i] tejto prvej koralky, rozdelil by sa ndm problém na dve nezévislé
Casti. O kazdej z nasledujtcich koralok totiz vieme, Ze ak je mensia ako F'[i], moZeme ju navliect len zlava, a ak
je vii¢sia ako F[i], tak len sprava.

No a kedZe aj zlava aj sprava chceme koralok navliect ¢o najviac, potrebujeme medzi ,Javymi* kordlkami néjst
¢o najdlhs$iu klesajicu a medzi ,,pravymi“ kordlkami ¢o najdlhsiu rastiicu podpostupnost. Implementovat stac¢i
jeden z tychto dvoch algoritmov. Totiz ak v nejakom poli zmenime v8etkym prvkom znamienko (vyndsobime
ich —1), tak sa klesajice podpostupnosti zmenia na rastiice a naopak.

Takto dostdvame rieSenie s ¢asovou zlozitostou O(n?logn). Staci postupne vyskisat vietky moznosti pre index
1 prvej navleéenej koralky a zakazdym dvomi volaniami algoritmu z doméceho kola najst najdlhsiu klesajticu a
rasticu podpostupnost, ktoré k dotycnej kordlke vieme pridat.

Vy$Sie popisané riesenie vsak stéle robi vela prace zbyto¢ne velakrat.
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Ked sa lep$ie pozrieme na algoritmus z doméaceho kola, moézZzeme si v§imnit, Ze ked spracujeme konkrétny index,
dozvieme sa dlzku najdlhsej rastiicej podpostupnosti, ktora na tomto indexe koné7. (Tato dizka zodpoveda
indexu policka, ktoré menime.)

My teraz tento algoritmus pouzijeme na zadant postupnost F, ale v opacnom smere, teda od konca. Tym sa
pre kazdy index dozvieme dlzku najdlhsej klesajicej podpostupnosti, ktora na fiom zacina.

Niésledne spravime to isté, ale pre postupnost F' s opaénymi znamienkami. Tym sa pre kazdy index dozvieme
aj dlzku najdlhsej rasticej podpostupnosti, ktora na nom zaéina.

No a ked méme tieto dve informécie, uz lahko tlohu vyrieSime v linedrnom dase: pre kazdy index 4 vieme v
konstantnom c¢ase povedat, kolko najviac kordlok vieme pouzif, ak za¢neme koralkou .

Celkova Gasova zlozitost tohto rieSenia je teda len O(nlogn).

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

vector<int> LIS (const vector<int> &A) {
// odpoved[i] = diZka najdlhZej rasttcej podpostupnosti kondiacej na indexe i
vector<int> odpoved;
vector<int> konce(l,-(1<<30));
for (int a : A) {

auto kam = upper_bound( konce.begin(), konce.end(), a );
odpoved.push_back ( kam - konce.begin() );
if (kam == konce.end()) konce.push_back(a); else xkam = a;

}
return odpoved;

}

int main() {
int Nj;
cin >> N;
vector<int> F (N);
for (int n=0; n<N; ++n) cin >> F[n];

reverse( F.begin(), F.end() );
vector<int> lds = LIS(F);
for (int &f : F) £ = -f;
vector<int> lis = LIS(F);

int odpoved = 0;
for (int n=0; n<N; ++n) odpoved = max( odpoved, lis[n]+lds[n]-1 );
cout << odpoved << endl;
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