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A-111-1  Trojnohy beh

Podiloha A: najvacsi sucet rychlosti

Vsimnime si najpomalSie zo vSetkych deti, bez ujmy na vsSeobecnosti nech je to chlapec Jozko. S ktorym
dievéatom ho daf dokopy? Zjavne ni¢ nepokazime, ked bude tvorit dvojicu s najpomalsim dievéatom. Preco?
Nech je Zuzka najpomalsie z diev€at. Majme Iubovolné riesenie, v ktorom Jozko a Zuzka nebeZia spolu, ale
bezi napriklad Jozko s Tamarou a Zuzka s Mirkom. Co sa stane, ked to vymenime a pobezi Jozko so Zuzkou
a Tamara s Mirkom? Jozkova dvojica bude stale rovnako rychla — totiz Jozko je najpomalsi zo vSetkych. No a
Mirkova dvojica bude aspon tak rychla ako bola, lebo Tamara bezi aspon tak rychlo ako Zuzka. Z toho teda
vyplyva, ze takouto vymenou nikdy ni¢ nepokazime. No a preto urcite existuje optimélne riesenie, v ktorom
Jozko a Zuzka bezia spolu.

Opakovanim tejto ivahy dostdvame velmi jednoduchy algoritmus: Na to, aby sme vyrobili dvojice, pre ktoré
bude stdet rychlosti maximélny, staéi kazdé pohlavie usporiadat podla rychlosti a potom popéarovat do dvojic,
zacinajic od najpomalsich. Takéto riesenie lahko implementujeme v ¢ase O(nlogn).

Poddloha B: najmensi sicet rychlosti

Aj v tejto podilohe vieme spravit skoro rovnakt tivahu ako v predchadzajtcej. Opét, nech je Jozko najpomalsie
zo vSetkych deti. S kym mé bezaf, ak chceme, aby bol celkovy stéet rychlosti ¢o najmensi? Intuitivne, Jozka
chceme ,uviazaf na krk“ ¢o najrychlejsiemu dievéatu. No a spravnost tejto intuicie si vieme dokézat podobnym
argumentom ako v podilohe A: vymenou. Tentokrat nech Katka je najrychlejsie zo vSetkych dievéat. Uvazujme
Tfubovolné riesenie, v ktorom Jozko s Katkou nebezia spolu. Co spravi vymena, ktord ich d4 dokopy?

Nech teraz bezi Jozko s Tamarou a Mirko s Katkou. Ked to prehodime a nechame bezat Jozka s Katkou, pobezi
tato dvojica rovnako rychlo ako Jozkova pdvodné, lebo Jozko to brzdi. No a dvojica Tamara-Mirko pobezi
nanajvys tak rychlo ako dvojica Katka-Mirko, takze celkovy sucet rychlosti urcite nestipol.

Rovnako ako v predchadzajtucej podilohe teda aj tu vieme spravit riesenie v ¢ase O(nlogn). Opit zaéneme tym,
ze zvlast usporiadame chlapcov a zvlast dievéatd, ale tentokrat ich budeme pérovat naopak: i-ty najpomalsi
chlapec dostane k sebe i-te najrychlejsie dievca.

Podualoha B sikovnejSie

Napriek tomu, Ze na prvy pohlad vyzeraja obe podilohy rovnako, je medzi nimi zédsadny rozdiel. V podtlohe
A sa Gasto moze stat, Ze existuje len jedno jediné optimélne poparovanie deti do dvojic — to, ktoré vyrobi nas
algoritmus. Toto v podilohe B nie je pravda. Tam v kazdom velkom vstupe existuje optimalnych rieseni vela.
Dokonca tak vela, Ze na najdenie jedného z nich nebudeme potrebovat ni¢ usporaduvat.

Vsimnime si, ze nech rozdelime deti do dvojic lubovolne, vzdy bude platit, ze rychlosti tych n dvojic st rovné
rychlostiam niektorych n deti. Uréite preto nemoze existovaf rieSenie, v ktorom je stiéet rychlosti dvojic mensi
ako stucet rychlosti najpomalsich n deti.

Predstavme si teraz, Ze sme vsetkych 2n deti dokopy usporiadali podla rychlosti. Prv polovicu poradia budeme
volat pomalé deti a druhti rychle deti. Vsimnime si, ze ak je pomaljch chlapcov k, je pomalych dievéat n —k, a
teda mame k rychlych dievcat a n — k rychlych chlapcov. Uréite teda vieme spravit k dvojic (pomaly chlapec)-
(rychle dievéa) a n — k dvojic (rychly chlapec)-(pomalé dievéa). Nech to spravime akokolvek, stucet rychlosti
vyslednych n dvojic bude vzdy rovnaky: bude rovny suc¢tu rychlosti n pomalych deti. A ako sme si vyssie
zdovodnili, toto riesenie je urcite optimalne.

Aby sme nasli jedno optimélne rieSenie, staci teda vedief rozdelif deti na pomalt a rychlu polovicu. Na to
nepotrebujeme pouzit triedenie, existuji efektivnejsie algoritmy, ktoré to vedia spravif v linedrnom case.

Asi najjednoduchsi na implementéciu je algoritmus QuickSelect, ktory bezi v ocakdvanom nédhodnom case.
Algoritmus funguje podobne ako triedenie QuickSort: v kazdej iteracii vyberieme jeden nadhodny prvok ako
pivota a v linearnom c¢ase preusporiadame prvky tak, aby vSetky mensie od pivota boli skor ako vSetky vicsie
od neho. Rozdiel bude v tom, Ze zatial ¢o QuickSort vzdy robil dve rekurzivne volania (jedno na prvky mensie
od pivota, druhé na vicsie), QuickSelect vzdy spravi len nanajvys jedno z nich: v nasom pripade by sme sa vzdy
zavolali len na ti ¢ast pola, v ktorej lezi hranica medzi pomalymi a rychlymi defami.
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Priklad: Majme n = 100, teda dokopy 200 deti. Zvolime jedno z nich ako pivota, preusporiadame pole a zistime,
7e zvolené dieta je v usporiadanom poradi na 47. mieste. QuickSort by teraz samostatne usporiadal najskor
prvych 46 deti a potom poslednych 153. My to ale nemusime robif. Vieme totiz, ze vSetkych 46 prvych deti je
pomalych a na ich presnom poradi ndm nezalezi. Preto sa rekurzivne zavoldme len na poslednych 153 deti.
(Dokaz ¢asovej zloZitosti tohto algoritmu je ndroény, preto ho neuvddzame. Intuitivne ide o to, Ze v priemere
sa v kazdej iterdcii algoritmu spractivand ¢ast pola dostatoéne skréti.)

Existuju aj dalSie jeho zlepSenia. Napriklad na https://en.wikipedia.org/wiki/Median_of_medians je po-
pisana tuprava tohto algoritmu na deterministicky algoritmus, ktory aj v najhorsom pripade bezi v linedrnom
¢ase. Uprava spociva v tom, Ze namiesto nahodného vyberu budeme pivota vyberaf sikovnejsie — tak, aby sme
zarudili, Ze ndm prvky rozdeli na dve podobne velké Casti.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

int main() {
int N;
cin >> N;
vector<int> chlapci (N);
for (int &x : chlapci) cin >> x;
vector<int> dievcata(N);
for (int &x : dievcata) cin >> x;

// najdeme najvacsi mozny sucet rychlosti v case O(n log n)

sort ( chlapci.begin(), chlapci.end() );

sort ( dievcata.begin(), dievcata.end() );

int odpoved = 0;

for (unsigned i=0; i<chlapci.size(); ++i) odpoved += min( chlapci[i], dievcatali] );

cout << odpoved << endl;

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

int main() {
int N;
cin >> N;
vector<int> deti (2xN);
for (int &x : deti) cin >> x;

// najdeme najmensi mozny sucet rychlosti v case O(n)
nth_element ( deti.begin(), deti.begin()+N, deti.end() );

int odpoved = accumulate( deti.begin(), deti.begin()+N, 0 );
cout << odpoved << endl;

A-111-2  Elektromobil

Je zjavné, ze vSetky rieSenia tejto tlohy budi zaloZené na nejakom prehladévani nejakého grafu.

Uplne zakladné riesenie tilohy mozeme zalozit na pozorovani, ze ked si tak jazdime autom po krajine, v Tubovol-
nom meste vieme popisat nasu aktudlnu situdciu dvomi ¢islami. Jedno je ¢islo dotyéného mesta a druhé hovori,
na kolko presunov mame eSte nabitt batériu.

Na jazdenie po krajine sa teda mozeme divat ako na prechédzanie sa po grafe, ktorého vrcholmi st vSetky
mozné stavy, v ktorjch sa mozeme nachadzat. (Kazdy vrchol je teda nejaka dvojica ¢isel.) Hrany v tomto grafe
zodpovedaja akcidm, ktoré mozeme robit. Z kazdého stavu, v ktorom neméme vybiti batériu, teda vedu hrany
predstavujice akciu ,prejdi do susedného mesta a zmensi o 1 nabitost batérie”. Zo stavov, v ktorych sme v
meste s dobijacou stanicou, vedi navySe hrany predstavujuce akciu ,zostan v tomto meste a dobi si batériu
doplna“.

Takjto graf méa O(nk) vrcholov a O(mk + dk) hran. Ulohu vieme vyriesit tym, Ze jeho prehladavanim najdeme
vSetky stavy dosiahnutelné zo zaiato¢ného (t.j. zo stavu ,sme v meste a, mame plnt nadrz“) a zistime, ¢i je
medzi nimi Tubovolny stav, v ktorom sme v meste b. Takéto rieSenie mé ¢asova zlozitost O(k(n +m + d)) =
O(k(n 4+ m)).
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Existuji rézne optimalizédcie tohto rieSenia. Jednou z moznosti je uvedomit si, Ze niektoré stavy s zbytocné: ak
vieme byt v meste ¢ a mat batériu nabitt na este 7 presunov, vobec nas nezaujima, Ze sa inym spésobom vieme
dostat do mesta c a mat batériu nabit na 3 presuny. Totiz okolvek, ¢o vieme spravit z toho druhého stavu, vieme
spravit aj z prvého. Toto pozorovanie vedie k rieSeniu, pri ktorom si pre kazdé mesto postupne pocitame s ako
najviac nabitou batériou v iom vieme byf. Ak navySe pocas prehladévania vzdy spracujeme ten nespracovany
stav, v ktorom méme prave najviac nabiti batériu, d4 sa ukdzat, ze prehladdme iba O(n min(y/n, k)) stavov a
¢asova zlozitost algoritmu pri Sikovnej implementécii bude O((m + n) min(v/n, k)).

Ind optimalizacia sa da pouzit, ak je pocet d dobijacich stanic maly. V takomto pripade vieme samostatne
spustit prehladévanie do Sirky z kazdej dobijacej stanice a zistif, kam vSade sa z nej vieme dostat bez dobijania.
Takto si zostrojime novy graf, ktorého vrcholmi uz budu len dobijacie stanice. Hrany tohto nového grafu buda
hovorit, odkial kam sa vieme dostat bez dobijania. Pévodnii ilohu vieme vyriesit na tri dalsie prehladévania: V
povodnom grafe zistime, na ktoré stanice (mnozina A) sa vieme dostat z mesta a a nésledne z ktorych stanic
(mnozina B) sa vieme dostat do mesta b. Na novom grafe ¢erpacich stanic nésledne zistime, ¢ sa vieme dostat
z mnoziny A do mnoZiny B. Takéto rieSenie ma éasovu zlozitost O(d(n + m)).

Vzorové riesenie

Na zaver si ukdZeme optimélne rieSenie tlohy. Jeho ¢asova zlozitost bude linedrna od velkosti grafu, teda
O(n + m). Podotykame, ze ¢asova zlozitost nebude zavisiet od d ani k.

Zakladnd myslienka rieSenia je nasledovna. Predstavme si, Ze samostatne pre kazda dobijaciu stanicu (a tiez pre
mesto a, kde za¢iname) niekto zobral vedro s nejakou novou farbou a ofarbil fiou vietko, ¢o lezi vo vzdialenosti
nanajvys k/2 od doty¢ného miesta. Niektoré cesty teda moézu byt ofarbené len do polovice, ak je k nepdrne.
Niektoré cesty mozu mat naraz aj viacero farieb. Zjednotenie vSetkych oblasti ofarbenych jednotlivymi farbami
budeme volat ofarbend oblast.

Akonéhle takto ofarbime nasu krajinu, vieme lahko povedat, kedy sa d4 prejst z jednej dobijacej stanice priamo
na druht: zjavne je to prave vtedy, ked sa ich farebné oblasti dotykaji alebo prekryvaja.

Tak isto by malo byt zjavné, ze ak niekedy pocas nasho cestovania po krajine prideme na cestu, ktord nema
ziadnu farbu, uz sa nikdy nedostaneme na ziadnu dobijaciu stanicu. (Museli sme od poslednej stanice prejst
viac ako k/2, aby sme sa dostali von z jej ofarbenej oblasti, takZze uz mame batériu nabiti na menej ako k/2.
A ked7ze sme na neofarbenej ceste, v okoli k/2 okolo nés nie je ziadna dobijacia stanica.

Ak teda existuje cesta z a do b, musi vyzerat nasledovne: Vyrazim z a, jazdim po krajine a navstevujem dobijacie
stanice bez toho, aby som opustil ofarbent oblast. Po poslednom dobiti batérie prejdem do b, pri¢om uz mozem
ofarbenti oblast opustit.

V tomto okamihu spravime druhé pozorovanie, ktoré bude doélezité pre rieSenie nasej ulohy: Predstavme si, ze
sme zacali vo vrchole a nasho grafu a lubovolne sme sa po grafe prechadzali, pricom sme ale nikdy neopustili
ofarbent oblast. Potom Tubovolné miesto, ktoré vieme dosiahnut takouto prechadzkou, vieme dosiahnut aj nasim
autom (ktoré treba pravidelne nabijat).

Dokaz: V kazdom okamihu prechddzky ideme po hrane nejakej farby. (Ak mame hranu, ktora lezi vo viacerych
farebnych oblastiach, vyberieme si pre fiu lubovolnt jednu z tych farieb.) Prechddzke teda zodpovedéd nejaka
postupnost farieb. Nech teraz f1, f2 je lubovolna dvojica po sebe iducich farieb v tejto postupnosti. Kedze sme
vedeli prejst z farby fi na farbu fs, oblasti farieb f; a fo musia spolu susedit (pripadne sa prekryvat). Uréite
teda vieme sadntf do nasho auta a postupne navstevovat dobijacie stanice v poradi zodpovedajicom poradiu
farieb na nasej prechddzke. No a na zaver nech prechadzka skoncila kdekolvek v oblasti poslednej farby, dotycéné
miesto je uréite dosiahnutelné z prislusnej dobijacej stanice.

Préve dokézané tvrdenie je velmi délezité, lebo prave vdaka nemu budeme vediet zlepsit ¢asovi zlozitost. Toto
tvrdenie nam totiz hovori, Ze vobec nezalezi na jednotlivych farb4ach. Ak chceme zistif, ktoré miesta v nasSom
grafe st a ktoré nie st dosiahnutelné, sta¢i ndm naraz zostrojit celti ofarbenti oblast.

A toto je prave miesto, kde vieme usetrit ¢as. Keby sme naozaj zvlast pre kazda dobijaciu stanicu ofarbili jej
oblast, v najhorsom pripade by sme az d-kréat ofarbili cely graf, asova zlozitost by teda bola ©(d(n+m)). Ked
vSak vieme, Ze na jednotlivych farbach nezélezi, mame omnoho lepsiu moznost. Na ofarbovanie pouzijeme len
jedno jediné prehladavanie do Sirky, ktoré vsak spustime naraz zo vsetkjch dobijacich stanic. Pritom si ddme

strana 3 z 6 tloha A-III-2



31. ro¢nik (2015/2016)
rieSenia celostatneho kola, den 1
kategoria A

Olympidda v informatike
http://oi.sk/

pozor na to, aby sme kazdu cestu ofarbili len raz. Dokopy teda nanajvys raz spracujeme kazda hranu nasho
grafu, ¢ize celé ofarbovanie stihneme v ¢éase O(n + m).

Na zdver uz uvedieme len jeden implementacny detail: Aby sme nemuseli pre neparne k hrany ofarbovat do
polovice, vlozime si do stredu kazdej hrany jeden novy vrchol a hodnotu k£ vynasobime dvomi. Takto dostaneme
graf s n + m vrcholmi a 2m hranami, takze ¢asovu zlozitost ndm to nepokazi.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

struct hrana { int x,y; bool ofarbena; };
int N, M, D, K, A, B;

vector<int> stanice;
vector<hrana> hrany;

vector< vector<int> > G;

// pomocné funkcia: ak md hrana [h] jeden koniec vo vrchole [kde],
int kde)

int druhy_koniec (int h,

// zadinajuc vo vrcholoch [odkial],
void ofarbi (const vector<int> &odkial,

// pre kazdy vrchol zoznam &isel hrdn iducich z neho

kde je druhy koniec?

{ return hrany[h].x "~ hrany[h].y ~ kde; }
ofarbi vsetky hrany do vzdialenosti [maxdist]

int maxdist) {

vector<int> vzdialenost ( M+N, maxdist+l );

queue<int> Q;

for (int x odkial) { wvzdialenost[x] = 0; Q.push(x); }
while (!Q.empty()) {
int kde = Q.front(); Q.pop();
if (vzdialenost[kde] == maxdist) continue;
for (int h Glkdel]) {
int kam = druhy_koniec (h, kde);
hrany[h].ofarbena = true;
if (vzdialenost[kam] == maxdist+1l) {
vzdialenost [kam] = vzdialenost [kde]+1;

Q.push (kam) ;

}

// zadinajic vo vrchole [odkial], ndjdi vsSetky stanice dosiahnutelné po ofarbenych hrandch
vector<int> najdi_dosiahnutelne (int odkial) {
vector<bool> navstivil ( M+N, false );
queue<int> Q;
navstivil [odkial]
Q.push (odkial) ;

= true;

while (!Q.empty()) {

int kde = Q.front(); Q.pop();

for (int h Glkdel]) {
if (!hrany[h].ofarbena) continue;
int kam = druhy_koniec (h,kde);
if (navstivil[kam]) continue;
navstivil [kam] = true;
Q.push (kam) ;

}
vector<int> odpoved;

for (int s stanice) if (navstivil[s])
return odpoved;

odpoved.push_back (s);

int main() {
// naditame vstup
cin >> N >> M >> D >> K >> A >> B;

stanice.resize (D);
for (int &s stanice)
stanice.push_back (A);

cin >> s;
// aj keby v A nebola stanica, na zaciatku tam sme a mame plnu batériu
G.resize( N+M );
for (int m=0; m<M; ++m) {

int x, vy;

cin >> x >> y;

// namiesto pdvodnej hrany x-y pridame dve nové cez pomocny vrchol
hrany.push_back ( {x,N+m, false} ); // hrana ¢islo 2xm
hrany.push_back ( {y,N+m,false} ); // hrana ¢islo 2xm+1

G[x] .push_back (2xm) ;

G[N+m] .push_back (2*m) ;

G[y] .push_back (2xm+1) ;

G[N+m] .push_back (2xm+1) ;
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}

ofarbi (stanice,K); // ofarbi vsetko do vzdialenosti K v novom grafe (&izZe K/2 v pdévodnom)

vector<int> dobre_stanice = najdi_dosiahnutelne (A); // ndjdi stanice, kam sa da dostat po ofarbenych hrandch
for (auto &h : hrany) h.ofarbena = false;

ofarbi (dobre_stanice, 2%K); // ofarbi vsSetko do vzdialenosti 2%K od dobrych stanic

// zisti, ¢i vieme dosiahnut B

bool vieme = false;

for (int h : G[B]) if (hrany[h].ofarbena) vieme = true;
cout << (vieme ? ”ano\n” : "nie\n”);

A-111-3  Sufixové stromy

Podualoha A: zakazané podretazce

V prvej podilohe si stadilo uvedomit, Ze nepotrebujeme porovnavat samostatne kazdy retazec s kazdym inym.
Sikovnejsie riesenie bude vyzerat nasledovne:

Z nasich refazcov si v lineArnom ¢ase (presnejsie, v ¢ase linedrnom od suétu ich dlzok) vyrobime jeden dlhy
refazec T = S1#So# ... #S,. Znak # je ,zardzka* — symbol, ktory sa v naSich refazcoch nenachidza. Pre
tento refazec si potom postavime sufixovy strom a ten nésledne predspracujeme algoritmom, ktory je uvedeny
v Studijnom texte v priklade 2.

A tym sme uz vlastne vyhrali. Jediné, ¢o ostéva, je postupne pre kazdé i overit, Zze mé retazec S; v retazci T
prave jeden vyskyt. Pre konkrétne i na ttito kontrolu spravime pocet krokov priamo timerny dizke S;. (Vsimnite
si, Ze tento pocet krokov nezavisi od dlzky celého T'.) Dokopy vsetky kontroly teda zbehni v ase linedrnom od
velkosti vstupu.

Poddloha B: cyklické posuny

Predstavme si, Ze z korena sufixového stromu nejakého refazca S# spustime prehladavanie do hibky. Toto
prehladévanie navySe implementujeme tak, ze vzdy, ked z vrcholu vedie dodola viacero hran, spustime sa na ne
v abecednom poradi. (Hrana zacinajica znakom # je skor v abecede ako vSetky pismend.) Dahko nahliadneme,
ze toto prehladavanie navstivi konce vSetkych sufixov v ich lexikografickom poradi.

Toto by mohlo nejak stvisiet so sutaznou tlohou. Kazdy cyklicky posun povodného refazca totiz za¢ina nejakym
jeho sufixom. Ako vSak vidime napriklad aj na priklade v zadani, poradie sufixov nemusi zodpovedat poradiu
cyklickych posunov. Napr. u refazca zabka je najmensim sufixom sufix a, ale jemu zodpovedajuci cyklicky posun
azabk je v lexikografickom poradi az druhy, za refazcom abkaz.

Ako si s tymto problémom poradit? Najjednoduchsim rieSenim je drobny trik: namiesto refazca S sa pozrieme
na refazec S5, teda na dve képie S za sebou. Nech n je dlzka refazca S. Potom cyklick§ym posunom retazca
S zodpovedd n najdlhsich sufixov retazca SS: kazdy z tychto sufixov zaéina jednym z cyklickych posunov S.

Oznadenym vrcholom v poradi zlava doprava zodpovedaju
cyklické posuny abkaz, azabk, bkaza, kazab a zabka.

Kompletné rieSenie teda bude vyzerat nasledovne: postavime si sufixovy strom pre refazec SS# a v fiom

strana 5 z 6 tloha A-III-3



31. ro¢nik (2015/2016)
rieSenia celostatneho kola, den 1
kategoria A

Olympidda v informatike
http://oi.sk/

nasledovne prehladédvanim do hibky najdeme k-ty ,najlavejsi“ spomedzi koncov dostato¢ne dlhych sufixov.
Casova zlozitost tohto riesenia je zjavne linearna od dizky S.

Listing programu (Python)

from modelA_tree import vyrob_strom

S = input ()
strom = vyrob_strom (S+S+’#’)
kolko_este = int( input () )

aktualna_cesta = []

def dfs(kde, aktualna_hlbka):
global S, strom, kolko_este

# ak na tomto mieste konci dostatocne dlhy sufix, zaratame ho
if kde.koniec and aktualna_hlbka > len(S)+1:

kolko_este -= 1
if kolko_este ==
riesenie = '’
for hrana in aktualna_cesta:
riesenie += strom.retazec[ hrana.od : hrana.po ]
print ( riesenie[ : len(S) ] )
return

# v lexikografickom poradi prezerame deti,
# skoncime ked najdeme dost vela spravnych sufixov
for x in sorted( kde.deti.keys() ):
hrana = kde.deti[x]
aktualna_cesta.append( hrana
dfs ( hrana.kam, aktualna_hlbka + hrana.po - hrana.od
aktualna_cesta.pop ()
if kolko_este == 0: break

dfs( strom.koren, O
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