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A-11-1 Reverzy

Uloha maé celkom jednoduché riesenie s kvadratickou ¢asovou zlozitostou: triedenie BubbleSort. Jednoducho
dokola prechddzame polom a vzdy, ked stretneme vedla seba stojacu dvojicu éisel v poradi vicSie-mensie,
pouzitim jedného reverzu ich vymenime. Takéto riesenie vSak nie je optimélne, kedZe v najhorSom pripade
potrebuje az kvadraticky pocet reverzov.

Linearny pocet reverzov

Pomerne priamodiaro sa d4 navrhnuf rieSenie, ktoré si vystaci s linedrnym poctom reverzov. Zikladnd myS$lienka
bude jednoduché: nadjdeme najvacsi prvok v celom poli. Nech sa nachiddza na pozicii <. Na poziciu n — 1, kam
patri, ho vieme dostat jednym reverzom: jednoducho reverzneme cely tisek od i po n—1. Od tejto chvile mézeme
tento prvok nechat na mieste a spokojne nail zabudntt. Dostali sme teda povodny problém, ale uz len s n — 1
prvkami. ZvySok rieSenia teda bude vyzeraf presne rovnako: kym sme eSte neusporiadali celé pole, ndjdeme
najvicsi prvok v eSte neusporiadanej ¢asti pola a jednym reverzom ho presunieme na jej koniec.

Toto rieSenie bude v najhorSom pripade potrebovat spravit n — 1 reverzov, ale jeho Gasovd zloZitost je az
kvadratickd — v kazdej iteracii potrebujeme aj najst maximum spomedzi eSte neusporiadanych éisel, aj si na
nasej képii pola odsimulovat kazdy reverz, ktory spravime, aby sme vedeli, ktory prvok sa kam presunul.

Kompresia saradnic

Vo zvysku tohto vzorového riesenia si ukazeme rieSenia, ktoré tiez potrebuju linedrny pocet reverzov, dokazu
ich ale robit efektivnejsie.

Obe lepsie rieSenia budt mat spoloény prvy krok. Zaéneme tym, Ze prvky zadaného pola si usporiadame a v
poradi od najmensieho po najvacsi ich nahradime ¢islami od 0 po n — 1. Tym sme si llohu trochu zjednodusili:
pre kazdé ¢ teraz plati, Ze ¢islo i potrebujeme dostat na poziciu i.

Tento krok vieme spravit v ¢ase O(nlogn) — napriklad tak, Ze si usporiadame sadu zdznamov tvaru jhodnota
Ali] je na pozicii i“, alebo tak, Ze usporiadame kdpiu pola zo vstupu a potom na preéislovanie pdévodného pola
pouzijeme bud bindrne vyhladévanie v usporiadanej képii, alebo vhodnu datova struktaru.

RieSenie zaloZzené na vymenach

Ked sme prvky povodného pola nahradili ¢islami od 0 po n — 1, dostali sme permutdciu, ktora si ozna¢ime P.
K nej si mozeme v linedrnom ¢ase zostrojit inverznid permutdciv @ predpisom Vi : Q[P[i]] = 4. (Permutécia @
je pole, kde mam ku kazdej hodnote ulozené, kde v poli P sa nachadza.)

Teraz si uz len sta¢i uvedomit, Ze pomocou dvoch reverzov vieme vymenit fubovolni dvojicu prvkov v nasom
poli: ak chceme vymenit Plz| a P[y] (kde = < y), spravime najskor reverz tseku od = po y a potom (ak treba)
reverz useku od x +1 po y — 1.

No a takiito zmenu v poli si uz vieme odsimulovat v konStantnom ¢ase. A ¢o je dolezitejsie, v konStantnom case
ju vieme odsimulovat aj v poli Q — ¢ize nadalej budeme vediet, ktort hodnotu médme na ktorej pozicii.

A toto ndm uz stac¢i na kompletné riesenie. Najskor v éase O(nlogn) zmenime ¢isla v povodnom poli na éisla 0
az n— 1, potom v linedrnom case zostrojime inverznil permutaciu, a na zaver postupne pre kazdé x od n — 1 po
1 umiestnime pomocou dvoch reverzov ¢islo x na poziciu x. Dokopy teda dostdvame rieSenie s O(n) reverzmi a
¢asovou zlozitostou O(nlogn).

Listing programu (Python)

def najdi (usporiadane_pole, prvok):
# predpokladame ze prvok sa v poli nachadza

# predstavime si, ze usporiadane_pole[N] = nekonecno
# invariant: usporiadane pole[lo] <= prvok < usporiadane_pole[hi]
lo, hi = 0, len(usporiadane_pole)
while hi - lo > 1:
med = (lo + hi) // 2
if usporiadane_pole[med] <= prvok: lo = med
else: hi = med

return lo
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nacitame vstup
int ( input () )
[ int () for _ in input().split () 1

sorted (A)

[ najdi(B,a) for a in A ]

[ None for n in range(N) ]
or n in range(N): Q[ P[n] ] =

#
N
A
# usporiadame vstup a zostrojime permutacie P a Q
B
P
Q
£

n

# postupne robime reverzy, ktore spravne umiestnia prvky N-1 az 1
for x in reversed(range(l,N)):
kde, kam = Q[x], x
if kde == kam: continue
print (kde, kam)
if kam > kde+2:
print (kde+l, kam-1)

P[kde], Pl[kam] = P[kam], P[kde]
Q[ P[kde] ] = kde
Q[ P[kam] ] = kam

RieSenie zalozené na posuvani

Ukazeme si eSte druhé, rovnako dobré riesenie, avsak zalozené na inej myslienke. Presnejsie, ukazeme si, ako
vylep$it a pomocou vhodnych datovych struktar zrychlit naSe prvé rieSenie, ktoré pouzivalo n — 1 reverzov
ale potrebovalo kvadraticky cas. Tentokrat namiesto vymeny dvoch prvkov budeme pomocou dvoch reverzov
simulovat posunutie nejakého prvku.

Ak mame ¢islo n — 1 na pozicii i < n — 1, spravime postupne dva reverzy: jeden na tiseku od i po n — 1 a potom
druhy na tseku od i po n — 2. Druhym reverzom déame vsSetky prvky v danom tseku spit do ich povodného
poradia. Vysledny efekt tychto dvoch reverzov je teda rovnaky, ako keby sme najvicsie ¢islo vybrali z pola a
presunuli ho na koniec. VSetky ¢isla, ktoré boli nalavo od neho, ostali na svojich pévodnych poziciich, a vSetky
ostatné ¢isla st teraz o poziciu vlavo oproti tej, kde zacdinali.

Ako bude naSe rieSenie pokracovat dalej? Predpokladajme, Ze uz sme niekolko najvicsich ¢isel presunuli na
spravne miesta na konci pola. V nasledujicom kroku by sme chceli to isté spravit s éislom x. Na to ale potre-
bujeme vediet, kde sa teraz nachadza. Ako to zistit?

Vieme, kde sa = nachddzalo na zaciatku. No a po kazdej dvojici reverzov bud ostalo na mieste, alebo sa posunulo
o poziciu dolava. Kolkokrat sa posunulo dolava? Tolkokrat, kolko vicésich &isel sa v pévodnom poli nachddzalo
nalavo od z. Ak by sme poznali tito hodnotu, vedeli by sme si vypocitat, kde sa x prave nachadza, a teda aj
to, aké reverzy potrebujeme spravit, aby sme ho dostali na spravne miesto.

Celé riesenie si teda mozeme zhrnit nasledovne:

1. Precislujeme prvky pola na 0 az n — 1. Pre kazdé z si zapamitdme, na ktorej pozicii sa teraz nachidza.
2. Pre kazdé x zistime, kolko vicsich éisel je nalavo od neho.
3. Postupne od z = n — 1 po x = 1 umiestnime ¢islo  na spravne miesto.

Uz vieme, Ze krok 1 vieme spravit v ¢ase O(nlogn) a krok 3 dokonca v linedrnom ¢ase. Ostédva ndm doplnit
detaily o kroku 2.

Existuje viacero sposobov ako spravit krok 2 v ¢ase O(nlogn). Jedna moznost je pole jednoducho prejst zlava
doprava, pri¢om si uz spracované prvky pamiitdme vo vhodnom vyvaZzovanom bindrnom strome. Vzdy, ked
precitame dalsie ¢islo, pomocou stromu v logaritmickom case zistime, kolko skér spracovanych ¢&isel bolo od
neho vicsich. Inym rieSenim (bez komplikovanych datovych struktir) je predstavit si, Ze za¢iname s prazdnym
polom a postupne sa v flom zjavuju éisla v poradi od najvicsieho po najmensie. Nad polom si postavime
intervalovy strom, v ktorom si budeme pre kazdy tsek pamétat, kolko ¢isel v tiom sa uz zjavilo. Vzdy, ked sa
nejaké ¢islo zjavi, tak vieme v logaritmickom c¢ase aj zistif pocet skor zjavenych nalavo od neho, aj nésledne
upravit tie vrcholy intervalového stromu, ktoré pridanie nového prvku zmenilo. Tretim rieSenim je upravit
triedenie MergeSort. Detaily tohto riesenia prenechavame ako cvicenie.

Bonus: mensi ako linearny pocet reverzov nestaci

Vo vagich rieSeniach sme toto pozorovanie nevyzadovali, ale pre iplnost vzorového rieSenia uvedieme aj struény
dokaz toho, Ze riesenie s mensim ako linedrnym poc¢tom reverzov nemoZe existovat.
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Ked sa pozrieme na hocijaké pole, vieme si ku kazdému prvku zistit, ktoré (nanajvys) dva prvky s nim maji
v usporiadanom poli susedit. Nutnou podmienkou toho, Ze je pole spravne usporiadané, je teda skutoc¢nost, Ze
kazdy prvok ma spravnych susedov.

LenZe je mozné, Ze na zaciatku vobec nik ziadneho spravneho suseda nemd — vid pole (0,2,4,...,1,3,5,...). No
a pri kazdom reverze sa zmenia susedia len nanajvys Styrom prvkom — tym na krajoch reverznutého tseku, a
tym, ktoré s reverznutym tisekom susedia. Ak teda potrebujeme kazdému prvku v nejakej chvili zmenit susedov,
musime nutne spravit aspoii linedrny pocet reverzov.

A-11-2 Potrubie

Riesenie hrubou silou vieme zalozif na myslienke, ze na poradi rtar nezalezi. Staci teda vyskusat vSetky pod-
mnoZiny rar a pre kazda spocitat, ¢i mé potrubie spravnu dizku a dostatoény pocet filtrov.

Obe efektivnejsie rieSenia, ktoré si ukdzeme, budi mat podobni hlavni myS$lienku. Za¢neme tym, Ze si vSetky
riary usporiadame podla prietoku od najvicsieho po najmensi. V tomto poradi ich budeme jednu po druhej
spracuvat, az kym prvykrat nenastane situdcia, Ze z uz spracovanych rur vieme spravit vyhovujtce potrubie. V
tej chvili mézeme prestat a ako odpoved vypisat prietok poslednej spracovanej rury.

Riesenie za 7 bodov: Budeme si postupne generovaf vietky kombindcie (dlzka potrubia, pocet filtrov), ktoré sa
daju z danej sady rar vyrobif. Ked ndm pribudne novéa rtra, ostani ndm vsetky staré moznosti a pribudnti nam
nejaké nové moznosti. Tie nové vyrobime tak, Ze ku kazdej starej moznosti skiisime pridat novia raru.
Samozrejme, nemé zmysel si pamétat moZnosti, ktoré st pridlhé, a viac ako f filtrov je uz to isté ako presne
f filtrov. VSetkych moznosti, ktoré vieme zostrojit, je teda O(¢f). Pre kazdu z n rar raz prejdeme mnozinu
aktualnych moznosti. Celkovo mé teda takéto riesenie ¢asovu zlozitost O(nff) a pamétova zlozitost O(£f).

Na rieSenie za plny pocet bodov uz potrebujeme len jedno pozorovanie: ak vieme vyrobif potrubie dlzky d s
tromi filtrami a inym spésobom vieme vyrobif potrubie tej istej dizky ale s piatimi filtrami, staci si pamiitat ten
druhy sposob. Totiz ak by sme v budiicnosti novymi rarami vyrobili nejaké platné riesenie z prvého potrubia,
moZeme namiesto neho pouzit druhé potrubie a tiez dostaneme platné rieenie (rovnakej dizky a s viac filtrami).
Vo vieobecnosti teda plati, ze pre kazdu dlzku potrubia si potrebujeme pamétaf len jedno éslo: najviacsi pocet
filtrov, s ktorymi vieme tito presnt dizku dosiahnut. (Ak nejaki dizku nevieme este dosiahnuf vobec, méZeme
si to znacit tak, ze maximélny pocet filtrov bude —o0.)

V lubovolnom okamihu si teda potrebujeme pamétat len O(¢) ¢isel. Taka je aj pamétova zlozitost nasho riesenia.
Casova zlozitost je O(nf), kedze zoznam O(f) moznosti budeme n-krat prechadzat.

Listing programu (Python)

from sys import exit

L, F = [ int(_) for _ in input().split() ]
N = int ( input() )
rury = []

for n in range (N):
dlzka, prietok, filtre = input().split ()
’

rury.append( ( int (prietok), int(dlzka) 1 if filtre=='A’ else 0 ) )
NEDA_SA = —(2%%x30)
najviac_filtrov = [ NEDA_SA for _ in range(L+1) ]
najviac_filtrov([0] = 0

for prietok, dlzka, filtre in reversed(sorted(rury)):
for doteraz in reversed(range (0,L-dlzka+1)):
if najviac_filtrov[doteraz] != NEDA_SA:
najviac_filtrov[doteraz+dlzka] = max( najviac_filtrov[doteraz+dlzka], najviac_filtrov[doteraz]+filtre )
if najviac_filtrov[L] >= F:
print (prietok)
exit ()

print (-1)
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A-11-3  Virus

Je zjavné, Ze virus sa nevie rozsirit z jedného komponentu stvislosti poéitacovej siete do iného. Obdas sa vSak
stane, ze virus nedokéze nakazit ani stvisly kus siete cely. Ak napriklad méme Styri pocitace zapojené do kruhu,
nech by sme nakazili lubovolny z nich, ten nakazi protilahly a tym $irenie virusu skonéi. Dva zo Styroch pocitacov
teda vzdy zostant nenakazené.

Je tiez zjavné, Ze pocitaé x vie nakazit pocitac y prave vtedy, ked sa z 2 do y d4 prejst na parny pocet krokov
(pri¢om v kazdom kroku prejdeme z nejakého pocitaca na susedny). Ako ale spoznat, kedy sa takto da postupne
nakazit vSetky pocitace a kedy nie?

Tvrdenie: Ak mame stuvisli pocitacovi siet tvorent viac ako jednym pocitacom, virus ju vie celd nakazif prave
vtedy, ak obsahuje cyklus neparnej dizky — teda ak vieme najst nejaki postupnost pocitacov po, ..., par takd,
ze kazdy p; susedi s p;11 a posledny susedi s prvym.

Dokaz prvej implikacie: Majme suvisla siet, v ktorej je nejaky cyklus nepéarnej dizky, a chceme ukazaf, ze
po nakazeni lubovolného pocitaca budi ¢asom nakazené vsetky.

Kedze siet je stvisla, od Iubovolného jej pocitaca sa vieme po kdbloch dostat na tento cyklus (a naopak).
Predpokladajme, Ze sme ako prvy nakazili nejaky pocita¢ x v sieti a ze y je nejaky iny pocitac v tejto sieti.
Uvazujme dve rozne cesty z « ku y. Moznost 1: prejdem z = ku py (konkrétny pocita¢ na cykle) a odtial ku
y. Moznost 2: to isté ako moznost 1, ale po prichode do py najskor raz obidem dokola cely cyklus a az potom
pokracujem dalej.

Kedze cyklus mé neparnu dizku, poéet krokov v moznosti 2 mé opaéni paritu ako pocet krokov v moznosti 1.
Niektord moznost teda urcite predstavuje sposob ako sa z x dostat ku y na parny pocet krokov — a teda pocitacé
y bude ¢asom nakazeny.

Dokaz druhej implikacie: DokdZzeme obmenent implikdciu: ak v nasej stvislej sieti (tvorenej aspoii dvoma
pocitaémi) ziaden cyklus neparnej dizky nie je, tak ju urcite nevieme nakazit celt.

Predstavme si, Ze sme z Iubovolného pocitada s v nasej sieti spustili prehladévanie do sirky a pre kazdy iny
poditac sme tak zistili jeho (minimalnu) vzdialenost od s. Ofarbime teraz poc¢itace podla tejto vzdialenosti: tie,
pre ktoré je parna (vratane samotného s) budu biele, a ostatné Cierne.

Navyse ofarbime aj kable: Pre kazdy pocita¢ iny od s ofarbime na zeleno kabel, ktorym sme don prvykrat prisli.
Vsetky ostatné kable budiu cervené.

Tvrdime teraz, ze v nasej sieti nemoze existovat dvojica susediacich poéitacov rovnakej farby. Preco? Kazdy
zeleny kabel zjavne spédja Cierny a biely pocitac. A keby sme mali ¢erveny kabel, ktory spaja dva pocitace rovnakej
farby, zelené kable tvoriace cestu medzi tymi dvoma pocitacmi a tento cerveny kabel by dokopy vytvorili cyklus
nepérnej dizky.

No a teraz uz je zjavné, ze ak v takejto sieti nakazime biely pocita¢, nikdy od neho nebude nakazeny ziaden
¢ierny, a naopak.

A tym sa uZ dostdvame k tplnému rieSeniu nasej tlohy. To za¢neme tym, Ze nac¢itame vstup, rozdelime si ho
na komponenty, a skontrolujeme, & niektory obsahuje cyklus neparnej dizky. (Algoritmus, ktorym toto vieme
spravit, sme si popisali v dokaze druhej implikécie.)

Ak mame k komponentov suvislosti, uréite potrebujeme pridat aspoii k& — 1 kéblov. (Potrebujeme, aby vSetko
bolo prepojené, ale kazdym kablom vieme znizit poéet komponentov najviac o 1.)

Ak uZ niektory komponent suvislosti obsahuje neparny cyklus, presne k — 1 kéblov sta¢i. (Jeden konkrétny
sposob, ako ich pridaft, je zvolif si v kazdom komponente jeden pocita¢ a prepojif jeden z nich so vSetkymi
ostatnymi.)

Ak 7iaden komponent stuvislosti zatial neobsahuje neparny cyklus, budeme potrebovat presne k kablov. Doka-
zeme postupne, ze k — 1 kdblov nestaci, a ze k ano.

Predstavme si, Ze v kazdom komponente méame pocitace ofarbené na ¢ierno a bielo. Ak by stacilo k& — 1 kablov,
musi kazdy kébel spojit dva komponenty, ktoré dovtedy neboli spojené. V takejto chvili ale vzdy vieme upravit
ofarbenie pocitacov tak, aby aj nadalej platilo, Zze kazdy kébel spija pocitace roznych farieb. (Ak novy kabel
spaja pocitade roznych farieb, netreba robif ni¢, a ak chceme spojit pocitace rovnakej farby, tak najskor cely
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jeden komponent prefarbime na opa¢né farby, a az potom pridame novy kébel.) Potom ale aj po pridani vetkych
k — 1 kablov budeme mat pocitace ofarbené na cierne a biele, a teda eSte stdle nebudeme mat Ziaden cyklus
neparnej dizky.

Z vy$sie uvedenej situécie vSak vieme lahko rieSenie dokoncif pridanim k-teho kébla: staci prepojit lubovolné
dva pocitace rovnakej farby. Dva takéto urcite ndjdeme medzi pocita¢mi s ¢islami 0, 1 a 2.

Pri dobrej implementécii ma celé vyssie popisané rieSenie ¢asovi zlozitost O(n + m), teda linedrnu od velkosti
vstupu. Pre poriadok eSte dodavame, ze v nizsie uvedenej implementéacii sme na ofarbenie komponentov pouzili
prehladavanie do hibky, nie do Sirky. Rozmyslite si, Ze aj tento pristup funguje.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

int N, M;

vector< vector<int> > susedia;
vector<int> farba;

vector<int> reprezentanti;

bool ofarbi_komponent (int v, int £) {
// Ofarbi vsetky vrcholy komponentu striedavo ciernou a bielou, pricom ak komponent nema neparny cyklus,
// rovnake farby nikde nebudu susedit. Vrati true ak najde neparny cyklus.

farbalv] = £f;

bool odpoved = false;

for (int w : susedia(v]) {
if (farbal[w] == f) { odpoved = true; continue; }
if (farbal[w] == 1-f) { continue; }

ofarbi_komponent (w, 1-£);
}
return odpoved;

}

void spoj_dva_rovnake () {
for (int a=0; a<3; ++a) for (int b=0; b<a; ++b) if (farbala] == farbalb]l) {
cout << a << ”.” << b << endl;
return;
}
}
int main() {

// nacitame vstup

cin >> N >> M;

susedia.resize (N);

for (int m=0; m<M; ++m) {
int x, vy;
cin >> x >> y;
susedia[x] .push_back (y);
susedialy] .push_back (x);

}

// ofarbime komponenty, a to tak ze prvy zacneme farbou 0 a kazdy dalsi farbou 1
farba.resize (N, -1);
reprezentanti.push_back (0);

bool mame_neparny_cyklus ofarbi_komponent (0,0) ;

for (int n=1; n<N; ++n) if (farba[n] == -1) {
reprezentanti.push_back (n);
mame_neparny_cyklus |= ofarbi_komponent (n, 1) ;

}

// spojime komponenty ak mame viac ako jeden
for (unsigned i=1; i<reprezentanti.size(); ++i) cout << reprezentanti[0] << "”.” << reprezentanti[i] << endl;

// ak nemame neparny cyklus, treba este spojit lubovolne dva vrcholy rovnakej farby

if (!mame_neparny_cyklus) spoj_dva_rovnake();
cout << 0 << endl; // je jedno ktory pocitac nakazime ako prvy

A-1-4 Exaktné exponencialne algoritmy

Poduiloha A: poradie povinnosti

Zac¢nime najskor par pomerne zjavnymi pozorovaniami.
Nikdy sa neoplati len tak lezaf a ni¢ nerobit, ak eSte nemame vSetky povinnosti hotové. Totiz ak by sme dotyény
oddych vynechali, vSetky neskor splnené povinnosti by boli splnené o ¢osi skor, a teda by za ne bol nizsi postih.
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Nikdy sa neoplati striedavo pracovat na dvoch alebo viacerych povinnostiach, teda vzdy existuje optimélne
rieSenie, v ktorom vzdy najskor kompletne spravime nejaki povinnost a az potom ideme na dal$iu. Totiz ak
sa pozrieme na hocijaké rieSenie, vypiSeme si, v akom poradi sme skonéili pracu na jednotlivych povinnos-
tiach, a potom sa pozrieme na rieSenie, ktoré povinnosti spravi jednu po druhej v tom istom poradi, tak lahko
nahliadneme, Ze toto druhé riesenie kazda povinnost dokondi vtedy ked prvé alebo skor.

Ked teda vieme, Ze stac¢i hladat rieSenie, v ktorom povinnosti plnime jednu po druhej a bez prestéavok, vieme,
7e vlastne hladdme permutdciu povinnosti, ktorej zodpoveda najmensi mozny celkovy stcet postihov.
Algoritmus s ¢asovou zloZitostou O(?”) pre tento problém vyzera napriklad nasledovne: Pouzijeme dynamické
programovanie, pricom tlohu postupne vyrieSime pre kazdi podmnozinu povinnosti.

Pre Tubovolni podmnozinu X naSej mnoZiny povinnosti ozna¢me B(X) najmensi sticet postihov, ktory by sme
dostali, keby sme plnili iba povinnosti z mnoziny X.

Vieme, ze ked budeme plnit tieto povinnosti, poslednti z nich dokonéime v Case tx = Y .y t,. My sa musime
rozhodntt, ktord z nasich povinnosti bude t4, ktortt dokonéime ako posledni. No a toto rozhodnutie spravime
jednoducho: vysktsame vSetky moznosti a vyberieme najlepsiu z nich. Ak si povieme, Ze ako posledna robime
povinnost z, tak v optimalnom rieSeni najskor optiméalne splnime ostatné povinnosti — ¢o prinesie celkovy postih
B(X —{x}), plus sucet vSetkych s, , za povinnosti skoncené skor ako x — a potom si splnime povinnost x. Plati
teda:

B(X):gg)r(l(p(x,tx) + B —{z}) + Y s
yeX—{z}

Pomocou tohto vztahu vieme teda postupne pre kazdu z 2" podmnozin naSej mnoziny povinnosti vypoditat v
¢ase O(n) jej optimalne riesenie.

(Na zaver eSte podotkneme, Ze existuje aj rieSenie s rovnakou ¢asovou zlozitostou, pri ktorom skiSame, ktort
povinnost spravime ako prvd, nie posledni. Pri tomto rieSeni v8ak musime namiesto B(X) uvazovat iné hodnoty:
C(X) je optimalna suma postihov za povinnosti z mnoziny X, avsak za predpokladu, zZe za¢iname nie v ¢ase 0,
ale v ¢ase, kedy sme dokondili vSetky ostatné povinnosti.)

Podaloha B: vrcholové pokrytie grafu

Klacovym pozorovanim k rieseniu tejto tlohy je uvedomit si, ze Tubovolné vrcholové pokrytie (platne rozmiest-
nené WC budky zo zadania tlohy) je vzdy doplnkom nejakej nezdvislej mnoZiny (zvieratka zo $tudijného textu)
a naopak. Totiz:

1. Ak mame nejakt nezavislit mnozinu lokalit X v meste, vieme, Ze Ziadna ulica nemé oba konce v X (kedZze
Ziadne dve lokality v X nie st priamo prepojené). Ak teda postavime WC vsade okrem X, bude na kazdej
ulici aspon jedno WC — a teda doplnok X tvori vrcholové pokrytie.

2. Ak mame nejaké vrcholové pokrytie Y, tak kazda ulica ma v Y aspon jeden svoj koniec, a teda ma mimo
Y najviac jeden svoj koniec. V doplnku Y teda nie st ziadne dve lokality, ktoré by boli prepojené ulicou
— Cize doplnkom Y je nezavisla mnozina.

Velkost najmensieho vrcholového pokrytia teda vieme néjst tak, Ze ndjdeme i = velkost najvicsej nezavislej
mnoziny a nasledne vypocitame a vratime hodnotu n — .

Najlepsim algoritmom, s ktorym sme sa v ramci nasho seridlu zoznamili, je algoritmus z rieseni domaceho kola.
Jeho &asové zlozitost je O(1.3803™).

(V sti¢asnosti su uz zname aj lepsie algoritmy riesiace ttto ilohu, napr. Xiaov-Nagamochiho algoritmus z roku
2013 méa casovu zloZitost dokonca len 0(1.1996’L). Tieto algoritmy vSak svojou komplexitou presahuju ramec
nasho seridlu dloh a na plny pocet bodov nebolo treba vediet o ich existencii.)
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