MATEMATICKA OLYMPIADA 2023/2024

RiesSenia uloh okresného kola kategorie Z9

1 Naprehliadke v miestnosti mtzea bola skupina chlapcov a dievcat. Po prehliadke odislo 15 dievéat, a v miestnos-
ti tak zostalo dvakrat viac chlapcov ako dievcat. Nasledne odislo 45 chlapcov, a v miestnosti tak zostalo patkrat
viac dievcat ako chlapcov.

Kol'ko dievéat bolo v miestnosti mizea pocas prehliadky?
(Libuse Hozova)
RieSenie:
Oznacme d a c pocty dievcat a chlapcov pocas prehliadky. Vztahy zo zadania je moZné zapisat ako sustavu rovnic
¢ =2(d—15),
d — 15 = 5(c — 45).

Pocet dievcat po prehliadke vyjadreny z prvého vztahujed — 15 = %c. Spoloc¢ne s druhym vztahom dostavame
rovnicu s nezndmou c,

1
—c =5(c — 45),
S¢ =5(c — 45)
ktort vyrieSime:
¢ = 10c — 450,
9c¢ = 450,
¢ =50.

Po dosadeni do druhej rovnice stistavy dostavame
d—15=5(50—-45)=5-5=25,

takze
d=25+12 = 40.

Pocas prehliadky teda bolo v miestnosti mizea 50 chlapcov a 40 dievcat. Po prehliadke odislo 15 dievcat, ostalo
ichteda40—15 cize 25, takZe chlapcov vtedy bolo naozaj dvakrat viac. Po odchode 45 chlapcov ich ostalo 50 —45
Cize 5, takze dievcat vtedy bolo naozaj patkrat viac.

Pocas prehliadky bolo v miestnosti muzea 40 dievcat.
Poznamka:

Sustavu rovnic je mozné riesit réznymi sposobmi. Napr. dosadenie prvej rovnice do druhej dava rovnicu s nezna-
mu d, ktorud vyrieSime nasledovne:
d—15=5(2(d — 15) — 45),

d — 15 = 10d — 375,
9d = 360,
d = 40.
Pokyny:

2 body za formulaciu uvedenej stistavy rovnic; 2 body za dorieSenie stistavy rovnic; 2 body za kvalitu komentara.
Pri skaSani moZnosti zvazte Gplnost komentara, nahodne odhalené nezdovodnené rieSenie hodnotte 2 bodmi.




2 Obdiznik na obrazku je rozdeleny na dva zhodné $tvorce, $tyri zhodné mensie pravouhlé trojuholniky a $tyri
zhodné vicsie pravouhlé trojuholniky. Vel’kosti niektorych stran st vyznacené na obrazku.

18 cm

| 10cm

Vypoditajte rozmery obd{Znika.
(Méria Doményova)

RieSenie 1:

V rohoch obdiZnika st zhodné $tvorce so stranou dizky 10 cm. Teda zvisla strana obdi#nika meria 18 cm+10 cm
¢ize 28 cm.

Na stranach obdiZnika je iba jedna neznama tise¢ka (avsak dvakrat), a ti oznac¢ime x. Zo zhodnosti ¢iastkovych
trojuholnikov vieme urcit aj ¢asti uhlopriecky obdlznika. Tato uhlopriecka deli obdlznik na dva zhodné pravouh-
1é trojuholniky, ktorého strany st popisané takto:
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Podla Pytagorovej vety plati
(18cm + x)? = (28cm)? + (10 cm + x)2.

Po umocnenti a ipravach dostavame:
(18cm,)? +36cm - x + x2 = (28 cm)? + 100 cm? + 20 cm - x + x2,
16 cm - x = (28 cm)? + 100 cm? — (18 cm)?,
16cm - x = 784 cm? + 100 cm? — 324 cm?,
16cm - x = 560 cm?,
x = 35cm.

Vodorovna strana obdiznika teda meria 35 cm + 10 cm ¢ize 45 cm.
Rozmery obdiZnika st 28 cm a 45 cm.
RieSenie 2:
Na stranach obdiZnika je iba jedna neznama tisec¢ka (avsak dvakrat), a ti ozna¢ime x. Jeho obsah je potom 28 cm-
(10 cm + x).

Obdiznik pozostava z desiatich mensich &asti, ktoré vietky majii aspoii jeden pravy uhol a aspoii jednu stranu
dlzky 10 cm. Z tychto Casti zostavime novy obdlznik takto:
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Obsah nového obdiznika je 20 cm - (28 cm + x). Preusporiadanim ¢asti sa vak obsah nezmenil, takZe dostavame
rovnicu

28cm - (10cm +x) = 20cm - (28 cm + x),
ktort vyrieSime:

280 cm? 4+ 28cm - x = 560 cm? + 20 cm - x,

8cm - x = 280 cm?,

x = 35cm.

Vodorovna strana obd{#nika teda meria 35 cm + 10 cm &ize 45 cm.
Rozmery obdiZnika st 28 cm a 45 cm.
Poznamka:

Namiesto obdiznika v druhom riegeni tlohy, t. j. na trojuholnik ako v prvom rie$eni, po preusporiadani tak
vznikne napr. dolna polovica nového obdlznika. Odvodili by sme tak ekvivalentnd rovnicu

14cm- (10cm + x) = 10cm - (28 cm + x).

Pravu stranu tejto rovnice je mozné interpretovat’ ako vzorec % - r - 0 pre obsah trojuholnika, kde o je jeho
obvod trojuholnika a 7 polomer do neho vpisanej kruznice (stredom tejto kruznice je spolo¢ny bod vyznacenych
useciek vo vnutri trojuholnika na prvom obrazku). Tento vzorec moZno najst v povolenych tabul'’kach, teda na
nom zaloZené rieSenie by malo byt povazované za spravne.

Pokyny:

1 bod za zvisli stranu obd{Znika; 1 bod za vyjadrenie dalsich ¢asti pomocou neznamej a niektorej rovnice, ktorej
je jedinym rie$enim (napriklad (18 cm + x)? = (28 cm)? + (10 cm + x)?); 2 body za doriesenie a vysledok; 2
body za kvalitu komentara.

Iveta postupne vypisovala prirodzené &isla tvorené &islicami 1, 3, 5, 7. Ziadne iné &islice nepouzila, postupovala
vzostupne od najmensieho ¢isla a Ziadne ¢&islo nezabudla. Cisla pisala bezprostredne za sebou, ¢im zostavila
jedno mimoriadne dlhé cislo:

1357111315173133 ...

Ktora cislica je v tomto Cisle na 1286. mieste?

(Erika Novotna)
RieSenie:
Z danych cislic Iveta vytvorila 4 jednociferné ¢isla, ktoré spolu zaberaju v Ivetinom dlhom c¢isle 4 miesta.

Dalej vytvorila 42 ¢iZe 16 dvojcifernych ¢isel, ktoré spolu zaberajt 2 - 16 ¢iZe 32 miest. Posledna ¢islica posled-
ného dvojciferného ¢isla je teda na 36. mieste (lebo 4 + 32 = 36).

Potom vytvorila 43 ¢iZe 64 trojcifernych ¢&isel, ktoré spolu zaberaju 3 - 64 ¢ize 192 miest. Posledna ¢islica posled-
ného trojciferného ¢isla je teda na 228. mieste (lebo 36 + 192 = 228).

Potom vytvorila 4* ¢iZe 256 $tvorcifernych ¢isel, ktoré spolu zaberajui 4 - 256 ¢ize 1024 miest. Posledna ¢&islica
posledného stvorciferného Cisla je teda na 1252. mieste (lebo 228 + 1024 = 1252).

Do 1286. miesta chyba 34 miest a tie st obsadené patcifernymi cislami. Pritom 34 delené 5 je 6 so zvySkom 4,
teda hladana cislica je 4. Cislicou v 7. patcifernom cisle. Tieto ¢isla si postupne

11111, 11113, 11115, 11117, 11131, 11133, 11135.

V Ivetinom mimoriadne dlhom ¢isle je na 1286. mieste cislica 3.
Pokyny:

2 body za pocty jedno-, dvoj-, troj- a Stvorcifernych Cisel; 2 body za pocty miest tychto Cisel v Ivetinom dlhom
Cisle; 2 body za urcenie hladanej ¢islice a kvalitu komentara.




4 V piatich vrecuskach je spolu 52 gulocok. V Ziadnych dvoch vrectiskach nie je rovnaky pocet gulocok, niektoré

vrecusko moze byt i prazdne. VSetky gulocky z akéhokolvek (neprazdneho) vrectiska je mozné premiestnit do
ostatnych Styroch vrectiSok tak, Ze v nich budu rovnaké pocty gulocok.

a) Najdite nejaké rozdelenie gul6¢ok do vrecisok, ktoré ma vsetky uvedené vlastnosti.

b) Ukazte, Ze pri akomkolvek rozdeleni s uvedenymi vlastnostami je v niektorom vrecusku prave 12 guldcok.

(Jaroslav Zhouf)
RieSenie:
Po premiestneni gulocok je jedno vrectiSko prazdne a v ostatnych Styroch sud ich rovnaké pocty. Dokopy je

gul6cok 52, teda po premiestnenti je v neprazdnych vreciskach po 52 : 4 ¢ize 13 gul6cok. Preto pévodne nemoh-
lo byt v Ziadnom vrect$ku viac ako 13 guldcok.

n v

a) Mozné p6vodné pocty guldcok vo vrecuskach zodpovedaji moZnym mnozindm piatich navzajom roéznych
nezapornych celych ¢isel, ktoré nie st vacsie ako 13, so suc¢tom 52. Systematickym rozborom mozno ziskat
vSetky takéto patprvkové mnoziny:

(13,12,11,10,6}, {13,12,11,9,7}, {13,12,10,9,8}.

b) Akby v ziadnom vrecusku nebolo 12 guldcok, tak by vo vSetkych dohromady bolo najviac 134+11+104+9+8
¢ize 51 gul6cok. Teda v niektorom vrectiS§ku muselo byt 12 gul6cok.

Pokyny:

1 bod za l'ubovolné vyhovujtce rozdelenie; 2 body za zd6vodnenie, Ze v Ziadnom vrecti$ku nebolo viac ako 13

gul6cok; 3 body za zddvodnenie, Ze v niektorom vrectsku bolo 12 gul6cok.

RieSenia casti b) zaloZené na tom, Ze v Casti a) rieSitel naSiel vSetky vyhovujiice mnoZiny a zd6vodnil, Ze st

vSetky, mo6Zu byt hodnotené plnym poctom bodov v zavislosti od tiplnosti komentara k casti a).

RieSenia obsahujuce vSetky moZnosti bez zdévodnenia ohodnotte 2 bodmi.

Pri kazdej tlohe sa za akékolvek tiplné riesenie prideluje 6 bodov.

Ak Ziak rie$i tilohu postupom, ktory sa odliSuje od vSetkych tu uvedenych rieSeni, ale tlohu nevyriesi uplne, bodovacia schéma sa zvoli tak, aby
o najlepsie koreSpondovala s navrhom hodnotenia tu uvedenym.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 12 alebo viac bodov.

Opét upozornujeme na moznost zverejnit vysledkovi listinu okresného kola na oficialnej stranke Slovenskej komisie MO https://skmo.sk. Staci
poslat vysledkovi listinu e-mailom na adresu skmo@skmo.sk v takom formate, v akom si ju Zelate zverejnit na internete.

Prosime, aby ste dodrzali oznacenie poradia podla nasledovného prikladu: Ak prave 5 Ziakov dosiahne viac bodov ako Ziak X. Y. a prave traja Ziaci
(vratane X. Y.) dosiahnu rovnako vela bodov ako X. Y., tak ziakovi X. Y. patri v poradi 6.-8. miesto, pripadne skratene len 6. miesto. Analogickym
postupom sa urcuje umiestnenie vSetkych ziakowv.
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