MATEMATICKA OLYMPIADA 2025/2026

Riesenia uloh domacej pripravy kategorie Z9

1 V rohovych poli¢kach tabul'ky 3 X 3 st napisané ¢isla tak, ako na obrazku:

3 6

12 15

Do prazdnych poli¢ok dopliite nenulové prirodzené ¢isla tak, aby sucin &isel v kazdom riadku a kazdom stipci
bol rovnaky. Najdite vSetky moZnosti.

(Jaroslav Zhouf)
RieSenie:
Sucin danych ¢&isel v prvom riadku je 18, v tretom riadku 180, v prvom stipci 36 a v tretom stipci 90. Cisla 18,

36, 90 su delitele ¢isla 180:
180=18-10=36-5=90- 2.

Aby suciny vietkych ¢isel v tychto $tyroch riadkoch/stipcoch boli rovnaké, musia byt nezname ¢isla v prvom
riadku, v prvom stlpci a v tretom stlpci ndsobky nezndmeho ¢isla v tretom riadku. Toto ¢islo oznacime x, nezname
Cislo v strednom policku oznac¢ime y:

3 [10x] 6
5x| Y |2x
12| x |15

Aby suéin vietkych ¢isel v druhom riadku ¢ stipci bol rovnaky ako vietky ostatné, musi platit 10x2y = 180x,
atedaxy = 18. Cislo 18 m4 Sest’ delitelov,ato 1, 2, 3, 6,9, 18. To st jediné moznosti na doplnenie neznamych x

ay.
Tabul'ku je mozné doplnit' 6 spésobmi:

3 (10| 6 31206 3130|6 3160|6 3190| 6 3 1180| 6
5118| 2 1019 | 4 156 | 6 30| 3 |12 45| 2 |18 90| 1|36
12|11 |15 12| 2 |15 12| 3 |15 12| 6 |15 1219 |15 12|18|15

2 Utvar na obrazku je vytvoreny z piatich zhodnych azirovych koso$tvorcov a jedného ZItého pravidelného pat-
uholnika, ktory kosostvorce ¢iastocne prekryva. KosoStvorce susedia celymi stranami a na tychto stranach lezia
vrcholy patuholnika. Pomer dlzky polomeru kruZnice opisanej patuholniku a dlzky strany kosostvorca je 4 : 7.

Rozhodnite, ¢i neprekryta ¢ast kazdého kosoStvorca ma vacsi, rovnaky alebo mensi obsah ako patuholnik.
(Maria Domanyova)

RieSenie:

Vyberame jeden c¢iastoCne prekryty kosostvorec, prislusné body oznacime ako na obrazku:



Usecky BF a CE st rovnobezné, teda trojuholniky ABF a ACE st podobné. Use¢ka AB predstavuje polomer
kruznice opisanej patuholniku, usecka AC je stranou kosostvorca. Ich vel'kosti si v pomere 4 : 7, a to je aj
koeficient podobnosti trojuholnikov ABF a ACE. Pre ich obsahy teda plati

S(ABF) : S(ACE) = 16 : 49.

Patuholnik ma obsah 5-S(ABF), neprekryta ¢ast kosoStvorca méa obsah 2-S(ACE) —S(ABF). Z toho dostavame:

5-S(ABF) =5 16 S(ACE _ 50 S(ACE
(ABF) =5 - 22 - S(ACE) = 45 - S(ACE),

16 82
2-S(ACE) —S(ABF)=(2—- — | -S(ACE) = — - S(ACE).
49 49
Neprekryta cast kosostvorca ma vacsi obsah ako patuholnik.
Poznamka:

Pre vSeobecny koeficient k podobnosti trojuholnikov ABF a ACE vychadza 5 - S(ABF) = 2 - S(ACE) — S(ABF)
prave vtedy, ked 5k? = 2 — k?, &ize k2 = 1/3.V pripade k = 4/7 dostdvame k? = 16/49 < 1/3, a teda
5:S(ABF) < 2-S(ACE) — S(ABF).

Na tabuli je napisanych niekol'ko po sebe nasledujucich prirodzenych ¢isel po¢nic ¢islom 1. Kazdé z tychto cisel
ma bud’ azurovy, alebo zIta farbu. Sucet kazdych dvoch réznofarebnych cisel je prvocislo, stcet kazdych dvoch
Cisel rovnakej farby je zlozené Cislo.

Najviac kol'ko ¢isel moze byt napisanych na tabuli?

(Patrik Bak)
RieSenie 1:
Postupne prejdeme moznosti podla poctu ¢isel na tabuli, pricom v kazdom kroku rozsirime zavery predchadza-
juceho kroku.

e Pocet 1 vyhovuje trividlne, pretoZe nie je o s¢itat.

e Pripocte 2 je jediny moZny stucet 1 + 2 CiZe 3, €o je prvocislo.

Tento pripad vyhovuje prave vtedy, ked' su Cisla 1 a 2 roznofarebné.

 Pri pocte 3 st navyse sucty 2 + 3 Cize 5, Co je prvocislo, a 1 + 3 ¢izZe 4, o je zloZené Cislo.
Tento pripad vyhovuje prave vtedy, ked' ma 3 rovnak farbu ako 1 a 2 inti.

¢ Pri pocte 4 st navySe sucty 3 + 4 cize 7, Co je prvocislo, 2 + 4 Cize 6, Co je zloZené Cislo, a 1 + 4 Cize 7, Co je
prvocislo.

Tento pripad vyhovuje prave vtedy, ked' ma 4 rovnaku farbu ako 2 a int ako 1 a 3.

e Pocet 5 a vySsi uz vsak nevyhovuje, lebo 2 + 4 CiZe 6 je zloZené Cislo,, takze 2 a 4 maju rovnaké farby, 4 + 5
Cize 9 je zloZené Cislo, takze 4 a 5 maju rovnaké farby, ale 2 + 5 CiZe 7 je prvocislo, takze 2 a 5 maju rézne
farby, ¢o je spor.

Na tabuli teda m6zu byt napisané najviac 4 ¢isla.

RieSenie 2:

KedZe sucet dvoch roznofarebnych cisel je aspon 1 + 2 ¢ize 3 a je to prvocislo, tento sucet je neparny.

Bez ujmy na vSeobecnosti nech je ¢islo 1 azurové. Jeho sticet s kazdym Zltym cislom je teda neparny, takze kazdé
ZIté je parne.

KedZe stucet kazdého zltého cisla s kazdym aziirovym je neparny, kazdé aztirové je neparne.

Zhrnutim tak dostavame, Ze parne cisla su ZIté a neparne azurové. Sticet rovnofarebnych je teda parny a vacsi
nez 2, je to teda naozaj zlozené Cislo.



Ked%e ¢islo 9 ¢iZe 4 + 5 nie je prvodislo, medzi ¢islami na tabuli nie je ¢islo 5. St tam teda najviac 4 ¢isla. Cisla
1 a 3 st azurové a Cisla 2 a 4 sa zIté. Pritom su vSetky sucty roznofarebnych cisel, t.j. 1 + 2 ¢ize 3, 1 + 4 Cize 5,
3 + 2 ¢ize 5, 3 + 4 Cize 7, ¢o su naozaj prvocisla.

Hladany pocet je teda 4.

Nenulové prirodzené ¢islo nazveme kvadrdtové, ak jeho zapis obsahuje cifru alebo skupinu po sebe iducich cifier,
ktoré su zapisom druhej mocniny nenulového prirodzeného ¢isla. (Napr. ¢isla 257 a 725 st kvadratové, ¢isla 275
a 572 nie.)

Urcte pocet vSetkych dvojcifernych kvadratovych ¢isel.

(Monika Dillingerova)
RieSenie 1:
Druhé mocniny jednocifernych ¢isel su 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81.

Druhé mocniny dvojcifernych ¢isel si aspon trojciferné cisla, a preto nie je potrebné ich uvazovat. Teda dvoj-
ciferné kvadratové cisla su dvojciferné cisla z predchadzajiceho zoznamu alebo c¢isla obsahujuce cifry 1, 4 ¢i 9
(tieto moznosti sa nevylucuju).

Dvojcifernych cisel obsahujucich dant nenulov cifru je 18: Pre cifru na mieste jednotiek je to 9 moznosti (ﬁ,
.., 9%), pre cifru na mieste desiatok je to 10 moznosti (*0, ..., ¥9) a ¢islo s tou istou cifrou na mieste jednotiek aj
desiatok je zahrnuté v oboch pripadoch.

Aby sme na ni¢ nezabudli a ni¢ nezahrnuli dvakrat, budeme kvadratové cisla pocitat postupne:

e Dvojcifernych ¢isel v ivodnom zozname je 6 (menovite 16, 25, 36, 49, 64, 81).

o Dalsich ¢&isel obsahujucich cifru 1 je 16 (¢isla 16 a 81 st uZ zapoéitané).

o Dalsich ¢isel obsahujucich cifru 4 je 14 (¢isla 14, 41, 49, 64 st uZ zapocitané).

o Dalsich ¢&isel obsahujucich cifru 9 je 14 (¢isla 19, 91, 49, 94 st uZ zapocitané).
Dvojcifernych kvadratovych cisel je dokopy 6 + 16 + 14 + 14 c¢ize 50.
RieSenie 2:
Dvojciferné ¢isla zacinajuce sa cifrou 1, 4 ¢i 9 st kvadratové. Takychto cisel je 3 - 10 ¢ize 30.
Dvojciferné ¢isla zacinajuce sa cifrou 2, 3, 5, 6, 7 ¢i 8 s kvadratové, ak druha cifra je 1, 4 ¢i 9. Takychto cCisel je
6 - 3 Cize 18.
Dvojciferné cisla, ktoré si druhé mocniny prirodzenych Cisel a ktoré nie st zahrnuté medzi predchadzajticimi
pripadmi, su 2, a to 25 a 36.
Dvojcifernych kvadratovych cisel je teda 30 + 18 + 2 ¢ize 50.
RieSenie 3:
Zistime, naopak, pocet Cisel, ktoré tito vlastnost nemaju:
Zapis takého cisla teda nesmie obsahovat cifry 1, 4, 9, t. j. m6Ze obsahovat' len zvy$nych 7 cifier 0, 2,3,5,6 7, 8,
pri¢om O nie je na zaciatku.
Dvojcifernych ¢isel z tychto 7 cifier je preto 6 - 7 ¢iZe 42, Spomedzi dvojcifernych druhych mocnin 42 ¢ize 16, 52
Cize 25, 62 Cize 36, 72 Cize 49, 82 Cize 64, 92 ¢iZe 81 st medzi nimi 2, a to 25 a 36, takZe celkovy pocet nevyhovu-
jucich dvojcifernych cisel je 42 — 2 Cize 40.
KedZe vSetkych dvojcifernych ¢isel je 90, vyhovujucich ¢isel je 90 — 40 ciZe 50.

V lyziarskom oddiele sa pocet vSetkych deti zniZzil o 10 %, pricom pomer dievcat voci vSetkym detom vzrastol
z 50 % na 55 %.

0 kol'’ko percent sa zmenil pocet dievcat?

(Iveta Jancigova)
RieSenie:
Oznacme d povodny pocet dievéat v oddiele. Povodny pomer dievcat voci vsetkym detom bol 50 %, teda pdvodny
pocet vSetkych deti bol 2d. Pocet vSetkych deti sa zniZil o 10 %, teda novy pocet vSetkych deti bol % - 2d Cize
2d.
Novy pomer dievcat voci vSetkym detom bol 55 %, teda novy pocet dievcat bol 15750 . gd Cize %d. Pocet dievcat
sa teda znizil o 1 %.

Treba vSak eSte ukazat, Ze takato situdcia mohla nastat’: Stane sa tak napriklad v pripade, ked’ st pévodné pocty
chlapcov i dievcat zhodne 100 a po zniZeni je 81 chlapcov a 99 dievcat.



6 Kruznice k a [ sa dotykaju zvonku, pricom polomer kruznice k je rovnaky ako priemer kruznice l. Bod S je stred
kruznice k, bod T je bod dotyku kruznic, bod A leZi na kruznici I mimo spojnice stredov kruznic a bod M je stred
usecky AS.

Dokazte, Ze uhol ATM je pravy.

(Lukas Komin)
RieSenie:
Dotyk kruznic k a [ znameng, Ze spojnica ich stredov prechddza bodom dotyku T. Druhy priesecnik tejto spojnice
s kruznicou [ oznacime B.

Kruznica k ma dvakrat vacsi polomer ako kruznica [, teda bod T je stred tsecky SB. Bod M je stred tusecky AS,
teda MT je stredna priecka trojuholnika SBA. Odtial vyplyva, ze isecky AB a MT su rovnobezné, a preto su
(striedavé) uhly ATM a BAT zhodné. Podla Talesovej vety je uhol BAT pravy, teda aj uhol AT M je pravy.
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