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Riesenia kategoérie B

B-1-1 Fflase

Na zaciatku si zistime, kolko vody vlastne mé byt na konci v kazdej fTasi: s¢itame vSetky objemy v; a vysledok
vydelime poc¢tom flias.

Flase si teraz mozeme roztriedit do dvoch novych poli. Do jedného pola si ulozime poradové ¢isla flias, v
ktorych je vody primaélo, do druhého zase ¢isla tych, v ktorych je vody privela. (Ak ndhodou mame aj nejaké,
v ktorych je vody akurat, tie neddme ani do jedného z novych poli.)

Ako je dobré prelievat? Zoberme si Iubovolnu flasu y v ktorej je vody priméalo a Iubovoln flasu z, v ktorej je
zas vody privela. Budeme liat vodu z flase z do flase y, az kym aspoti jedna z nich nebude obsahovat presne to
spravne mnozstvo vody. Inymi slovami, lejeme dovtedy, kjm bud vo flasi y nestipne, alebo vo flasi z neklesne
mnozstvo vody na presne zelani hranicu.

Este inymi slovami, ak vo flasi y chyba v, mililitrov vody a vo flasi z mame v, mililitrov vody navyse,
prelejeme presne min(vy, v,) mililitrov vody.

Kazdou vyssie popisanou akciou vyrobime aspon jednu novi flasu, v ktorej je vody akurat. Po nanajvys
n — 1 takychto preliatiach teda uz musi byt vo vSetkych flasiach presne rovnaké mnozstvo vody.

V nizsie uvedenom programe pouzivame na ulozenie nasich dvoch typov flia§ zasobniky. Z nich si vzdy
vyberieme jednu prili§ prazdnu a jednu prili§ plni flasu, prelejeme spravne mnozstvo vody, a ak v jednej z nich
je stale priméalo/privela vody, vratime ju do prislusného zasobnika. Takto vieme kazdé preliatie odsimulovat v
konstantnom case, a teda celkové ¢asova zlozitost nédsho programu je priamo timerné poctu flias.

Listing programu (Python)
# nacitame vstup, inicializujeme premennu na vystup, vypocitame kolko vody chceme v kazdej flasi

N = int ( input() )

V = [ int(x) for x in input().split () ]
riesenie = []

ciel = sum(V) // N

# vytvorime si zasobniky s cislami flias, kde je vody privela / primalo

privela, primalo = [], []

for n in range (N) :
if V[n] > ciel: privela.append(n)
if V[n] < ciel: primalo.append(n)

# kym sa nam neminuli zle flase, prelievame:

while len(primalo) > 0:

# zistime si cisla flias ktore ideme pouzit
kde_vela = privela.pop ()
kde_malo = primalo.pop ()
# pozrieme sa kolko vody mame navyse / kolko jej chyba
navyse = V[(kde_vela] - ciel
chyba = ciel - V[kde_malo]
# zistime kolko preliat a spravime to
prelej = min( navyse, chyba )
V(kde_vela] -= prelej
V[kde_malo] += prelej

# zapamatame si toto preliatie ako sucast riesenia
# robime +1 lebo my cislujeme od 0 ale v zadani sa cisluje od 1
riesenie.append( ( prelej, kde_vela+l, kde_malo+l ) )

# aspon jednu flasu sme takto vyriesili

# ak ostala druha flasa nevyriesena, vratime ju do zasobnika
if V[kde_vela] > ciel: privela.append( kde_vela )

if V[kde_malo] < ciel: primalo.append( kde_malo )

# vypiseme vyssie zostrojene riesenie

print ( len(riesenie) )
for x,y,z in riesenie: print(x,y,z)
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B-1-2 Disc golf

Ak by sme implementovali algoritmus priamo podla zadania, dostali by sme program, ktorého ¢as vypoctu
by (v najhorSom moZnom pripade) zavisel kvadraticky od po¢tu jamiek. Ak by sme totiz mali hracov, ktori
kazd jamku zahraja vSetci rovnako dobre, tak by sme sa postupne na kazdej jamke museli pozriet na vysledky
vSetkych predchédzajtcich, a nakoniec by aj tak rozhodlo az abecedné poradie.

Sikovnejsie riesenie tilohy zaloZime na tom, Ze si v§imneme, ¢o vlastne robime, ked zistujeme, v akom poradi
pojdu nasi hrac¢i hadzat jamku j + 1: pozrieme sa na vysledky jamky j, a ak sa podla tych nerozhodlo, tak sa
postupne pozerame na vysledky jamiek j — 1,5 — 2,...,1. Presne na tie isté jamky a v tom istom poradi sme
sa vS8ak len neddvno pozerali — ked sme zistovali, v akom poradi maju ist hraci hddzat na jamke j. Ako teda
naSe rieSenie zrychlit? Na jamky od j — 1 skor sa vobec pozerat nemusime! My uZ totiz vieme, ako porovnanie
na nich dopadne — vysledok tohto porovnania ndm hovori poradie, v ktorom hraci odohrali jamku j.

Formalne si teda vieme naSe pravidlo preformulovat do nasledovnej ekvivalentnej podoby: Jamku j+1 pojdu
hrdéi hddzatf usporiadani podla toho, ako dobre zahrali jamku j. Ak nejaki hrdci zahrali jamku j rovnako dobre,
pojdu jamku j + 1 hddzat v rovnakom poradi v akom hddzali jamku j.

No a po tejto Gprave uz lahko naprogramujeme rieSenie, ktorého casovd zlozitost bude od poctu jamiek
zévisiet len linedrne. Postupne pre kazdu jamku hradov preusporiadame a vypiSeme, pri¢om pri usporadavani
sa pozerame primarne na vysledok predchddzajicej jamky a sekundarne na poradie, v ktorom ju zacinali hrat.

Listing programu (Python)

# nacitame vstup

N, J = [ int(x) for x in input () .split() ]
vysledky = [ input () for n in range(N) ]

# zostrojime si aktualne poradie —-- podla abecedy

rr

poradie
for n in range (N): poradie += chr (65+n)

# postupne pre kazdu jamku:

for j in range(J):
# najskor vypiseme aktualne poradie hracov
print (poradie)

# a potom hracov preusporiadame podla vysledkov tejto jamky
# pri nasej implementacii namiesto volania sort() vyuzivame, ze vysledky jamky su 1-9

nove_poradie = '’
for h in 123456789’ :
# do poradia pridame vsetkych hracov, ktori jamku ”j” zahrali na ”"h” hodov
# pritom zachovame ich poradie z predchadzajucej jamky
for x in poradie:
if vysledkylord(x)-65][]] ==
nove_poradie += x

poradie = nove_poradie

B-1-3 Pokazené kalkulacky

Postupne si ukdzeme ku kazdej tlohe aspon jedno mozné rieSenie. Zdoraziujeme, ze nejde o jediné spravne
rieSenia — aj kazdy iny postup vedici k zadanému cielu si zasltzi body.

Podiloha A: Janka vyraba cislo 13

Pripomenime si, Ze Jankinej kalkulacke funguju uz len tlacidla ,,46+-*/=“. Vie teda pisat cifry 4 a 6, s¢itat,
od¢itat, nasobit a delit.

Aj na takejto kalkulacke vieme lahko vyrobit ¢islo 13. Jedna z najjednoduchsich moznosti vyzera nasledovne:
»4/4+6+6“. (Najskor si pomocou ,,4/4“ vyrobime hodnotu 1 a k tej potom pripo¢itame 12.)
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Podiloha B: Janka vyraba fubovolné prirodzené ¢&islo

Podobnym trikom ako sme vyS$$ie vyrobili jednotku vieme vlastne vyrobif aj kazdé iné prirodzené ¢&islo.
Napriklad 2 vyrobime postupnostou stlaceni ,4+4/4“ a 3 postupnostou stlaceni ,4+4+4/4%. Analogicky dalej.

(Dalo by sa samozrejme trochu optimalizovat: 4 zapisat ako ,4“, 5 ako 1+4, ¢iZe ako ,4/4+4“, a tak dalej.
To vSak nebolo potrebné: aj zapis ,,4+4+4+4+4/4% je platnym spdsobom ako vyrobit &islo 5.)

Poduiloha C: Zuzka vyraba cislo minus 13

Na Zuzkinej kalkulacke uz funguja len tlac¢idla ,,68-/=“. Oproti rieseniu podulohy A teda nemame séitanie.
KedZze ale aj tak chceme vyrobit zdporné &islo, prilis ndm to nebude prekdzat. Zafunguje podobny trik ako v
podulohe A: —13 je 1 — 14, ¢ize napriklad ,6/6-6-8%.

Podaloha D: Zuzka vyraba fubovolné prirodzené &islo

Teraz ndm uZ to s¢itanie na prvy pohlad moZe chybat. Ale len na prvy pohlad — totiz napriklad namiesto
toho, aby sme pouzili s¢itanie a iSli od nuly dohora mézeme pouzit odéitanie a ist od viacciferného éisla dodola.

Napriklad vieme priamo vyrobit éislo 1111111 nasledovne: ,,6666666/6%. Jeho tipravou vieme vyrobit ¢islo
1111110: ,,6666666-6/6. A analogicky dalej. Cislo n z rozsahu od 1 do 1000 000 teda vyrobime tak, Ze za¢neme
s ,6666666“, potom (1111111 — n)-krat zaddme ,-6“ a na konci spravime ,,/6“ a mame Zelany vysledok.

Poduloha E: Janka vyraba prirodzené cisla efektivne

Postupy, ktoré sme si ukazali v podtalohidch B a D nie st zrovna Sikovné — napriklad na vyrobenie ¢isla
1000000 by Janka potrebovala postupne stlacit az 2000001 tlacidiel. Ako teda vieme vyrobif hladané cisla
efektivnejsie?

Existuje vela podobne efektivnych postupov. My si ukdZeme dva trochu odligné.

Prvy postup zalozime na tom, Ze ¢islo n, ktoré chceme vyrobit, si zapiSeme v Stvorkovej stistave. Ak napriklad
chceme vyrobit ¢islo n = 4774, zistime si, ze v Stvorkovej stistave je jeho zdpis (1022212)4. Inymi slovami, plati:

n=1-4540-4542-4*42.424+2.424+1-4' +2.4°

Jednotlivé cifry v Stvorkovej stistave teraz pouzijeme na vytvorenie ¢isla n na nasej kalkulacke. Dokola
budeme striedat dve operacie: najskor budeme robit ,+4“ tolkokrat, aku dalSiu cifru chceme pridat, a potom
urobime ,,*4“, ¢im prejdeme na dalsi rad.

Pre vyssie uvedené n = 4774 = (1022212)4 by to celé vyzeralo nasledovne:

4 x4 ¥4 +4+4 x4 +4+4 x4 +4+4 x4 +4 x4 +4+4 /4
2 2 2 1 2

(Vsimnite si, Ze na konci potrebujeme Specidlne raz urobit ,/4“, aby sme sa zbavili posledného rddu. Keby
sme vedeli robif operaciu ,+1“ namiesto ,+4“, nebol by tento krok potrebny.)

Pocet stlaceni tlacidiel, ktoré pri takomto postupe potrebujeme na vyrobenie ¢isla n, je priamo tmerny
poctu cifier ¢isla n v $tvorkovej stistave — a teda priamo timerny logaritmu ¢isla n.

Pre zaujimavost uvddzame, Ze pri tomto postupe st spomedzi ¢isel do milidna najhorsie ¢isla 786431 a
983 039. Ich zapisy v stvorkovej stistave st 2 333 333 3334 a 3233 333 3334. Na vyrobu kazdého z nich potrebujeme
77 stlaceni tlacidla. Kazdé iné ¢islo vyrobime rychlejsie.

Iné riesenie:

Lubovolné prirodzené ¢islo vieme naskladat ako stcet ¢isel, z ktorych kazdé je zapisané len pomocou samych
jednotiek. NavySe to budeme robit tak, ze jednotlivé séitance budeme urcovat postupne, a to tak, aby kazdy
sCitanec bol ¢o najvicsi. Napriklad pre n = 580 dostaneme nasledovny zapis:

580 =111+111+ 111+ 111+ 111+ 11+ 11+1+1+1
—_—— ——
555 +22 +3
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Takyto postup by sme mohli na nasej kalkulacke pouzit, keby sme mali cifru ,,1“. KedZe ju neméame, zadédme
do kalkulacky ten isty vyraz, len namiesto jednotiek vsade pouzijeme cifru ,4“. Tym zjavne namiesto ¢isla n
vyrobime ¢islo 4n. To ndm ale vobec neprekaza, lebo nie je ni¢ TahSie ako toto ¢islo na konci vydelif Styrmi. Pre
n = 580 bude teda vyroba na Jankinej kalkulacke vyzeraf takto: ,444+444+A44+444+4440+4A+444+44444 /4%,

Tento postup je o nieCo menej efektivny ako ten, ktory sme si ukazali ako prvy. Bez dokazu uvedieme, Ze u
tohto postupu je pocet stlaceni tlacidiel priblizne priamo tmerny $tvorcu poctu cifier ¢isla n v desiatkovej sa-
stave. Napovieme len my$lienku dokazu: s¢itanec 111 pouzijeme pri zapise ubovolného ¢isla n najviac desatkrat,
lebo inak by sme radsej pouzili viackrat séitanec 1111.

Opit pre zaujimavost uvddzame, ze pri tomto postupe je spomedzi ¢isel do miliéna najhorsie ¢islo 999 994.
Potrebujeme nan az 239 stlaceni tlacidla.

B-1-4 Regularne vyrazy

Zacneme tromi Tahkymi podulohami.

Vzorku, ktorej budi zodpovedaf refazce ,zaba“ a ,zabka“, vieme zostrojit podla prikladov v zadani. Jedna
moznost je Uplne priamodciara: ,zabalzabka“. To isté vieme zapisaf struénejsie napriklad ako ,zab(alka)“.
Najstrucnejsim rieSenim je vzorka ,zabk?a“.

Ako druht sme mali napisat vzorku, ktorej zodpovedaju iba retazce, v ktorych kazdy znak je ,a“ a ktorych
dlzka je aspon 5. Takito vzorku si mézeme slovne popisat nasledovne: najskor je presne 5 ,,a“, potom nasleduje
Tubovolne vela dalsich ,,a“. A toto uz vieme zapisat pomocou zndmych symbolov: ,aaaaaa*“.

V tretej podilohe sme mali naopak zostrojit vzorku, ktorej zodpovedali len retazce v ktorych bolo nanajvys
15 znakov a vSetky boli ,,a“. Ako na to?

Jedna moznost je uvedomit si, Ze tychto refazcov je len konecne vela, a teda ich mdZeme vSetky vymenovat:
»lalaalaaalaaaal...“. To je ale vcelku bolestivé.

Sikovnej$im rieSenim je napr. vzorka ,a?a?a?a?a?a?a?a?a?a?a?a?a?a?a?". V tejto vzorke je 15 vyskytov
»,a“, pricom kazdé m4 za sebou kvantifikitor ,,?“ hovoriaci ,toto a vo vyslednom retazci moze ale nemusi byt“.

Trikom by sme tUto konstrukciu vedeli eSte o Cosi skratit, napr. nasledovne: , (aaaaaaaa)?(aaaa)?a?a?a?".
Rozmyslite si, preco aj tato vzorka funguje. Na zaver este podotkneme, Ze moderné regularne vyrazy obsahuju
syntax na sprijemnenie rieSenia takychto tloh. V praxi napr. funguje aj struc¢na a citatelnd vzorka ,,a{0,153}¢.

Prirodzené ¢&isla delitefné Styrmi

Vyuzijeme zndmu skutoc¢nost: prirodzené ¢islo je delitelné 4 préve vtedy, ked je jeho posledné dvojcislie
deliteIné 4. (Toto plati preto, ze kazdy ndsobok 100 je zjavne delitelny 4.)

Hladame teda ¢isla, ktorych skoro vsetky cifry moézu byt Tubovolné, len posledné dve musia byt ,spravne“.

Pri pisani vzorky rozoberieme tri navzajom disjunktné pripady:

e Hladané ¢islo méze byt jednociferné. Takéto s len dve: 4 a 8. Tym zodpovedé vzorka ,,4|8%.

e Hladané ¢islo mé aspon tri cifry. Ako vyzera takéto ¢islo? Prv4 cifra je nenulova. Potom nasleduje fubovolne
vela Tubovolnych cifier, no a na zéver je dvojcislie ktoré je delitelné 4.

Tieto dvojcislia by sme opif mohli jednoducho vSetky vymenovat, my ich ale vieme zapisat aj v kom-
paktnejsej podobe. Posledné cifra musi byt parna. Ak je to 0, 4, alebo 8, musi pred 1iou byt parna cifra,
inak pred nou musi byt cifra neparna. Spravne posledné dvojéislia teda zodpovedaj nasledujticej vzorke:
»[02468] [048] | [13579] [26]“.

No a teda vsetky aspoii-trojciferné nésobky Styroch vieme popisat nasledovnou vzorkou:
,[1-91 [0-9]*([02468] [048] | [13579] [26])*.
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e Hladané ¢islo méa prave dve cifry. Plati to isté, ¢o sme si vysSie povedali o poslednom dvojéisli, ale navyse
vieme, ze prva cifra nemoze byt nulova. Tentoraz teda vyhovuje vzorka , [2468] [048] | [13579] [26]“.

Celkové riesenie dostaneme ako logicky or troch vyssie uvedenych vzoriek. Pre ndzornost sme do vyslednej
vzorky pridali medzery ktoré nie st jej stcastou.
»4 | 8 | [2468][048] | [13579]1[26] | [1-9]1[0-9]1*([02468] [048] |[13579] [26])“

Zakazany podretazec aaa

Vo vSeobecnosti je tazké pomocou reguldrnych vyrazov popisat, ze sa nie¢o nikde v refazci nevyskytuje.
Regularne vyrazy su skor stavané na opac¢ni tlohu. Lahko napriklad popiSeme vSetky retazce, ktoré podretazec
yaaa“ obsahuji. Na to nam staci vzorka ,,.*aaa.*“ — ¢ize ,lubovolne vela fubovolnych znakov, potom aaa, a
za tym dalSie Tubovolné znaky*.

Ak ale chceme podretazec ,,aaa® zakdzat, musime akoby skontrolovat tiplne cely refazec. Nikde v fiom nesmu
byt tri ac¢ka po sebe, nanajvys jedno alebo dve. Inymi slovami, kazda skupina &4¢ok mé nanajvys dve acka, a
medzi nimi sa vzdy vyskytuje aspon jedno nie-acko. Toto uz vyzera, Ze sme na dobrej stope: podmienky ako
ynajviac dve ac¢ka“ a ,Iubovolne vela nie-4¢ok* uz formulovat vieme.

Tak eSte raz a poriadnejSie. Ako mozu vyzerat hladané refazce?
Jedna moznost je, ze v hfadanom refazci vobec ziadne 4¢ka nie st. Tomu zodpoveda vzorka ,, [~al*“.
Druhé moznost je, Ze tam nejaké acka st. V tom pripade hladany refazec vyzerd nasledovne:

1. Na zaciatku je nula alebo viac nie-acok.

2. Nasleduje prva skupina acok, st v nej najviac dve.

3. Za tou sa nula alebo viackrat zopakuje nasledovné: najskor sa objavi nenulovy pocet nie-acok a za nimi
dal$ia skupina nanajvys dvoch acok.

4. Za poslednym ac¢kom este opét moze nasledovat lubovolne vela nie-ac¢ok.

Jednotlivym bodom postupne zodpovedaju nasledujice vzorky:

»[Tal*®

naard

»(["al [Ta]l*aa?)*“
» [Tal*

= W=

Podrobnejsie si popiseme vzorku z bodu 3. Za¢neme tym, ze zapiSeme vzorku ,[~a] ["al*“ predstavujicu
aspon jedno nie-acko. Za nu pridame vzorku ,aa?“ predstavujicu jednu alebo dve acka. No a celé toto nasledne
zabalime do zatvoriek a pouzijeme kvantifikdtor *, ¢im povieme, ze takychto refazcov moze nasledovat postupne
Tubovolne vera.

Jedna mozna vysledna vzorka teda vyzerd nasledovne (opif, s medzerami pre nézornost):

JLal*x | ["al* aa? ([~al[~al*aa?)* ["a]x“

Iné, trikovejSie rieSenie tejto podulohy: N4$ vyraz vieme znacne zjednodusit, ak nebudeme explicitne kon-
trolovat pritomnost a¢ok. Staéi sa sustredit na nie-ac¢ka: dobré refazce si prave tie, v ktorych vieme vyznacit
niektoré nie-acka tak, aby medzi kazdymi dvoma (a takisto pred prvym a za poslednym) boli nanajvys dva
Tubovolné znaky. Takto dostdvame nasledovni vzorku: ,,(.?.7["a])*.?.?¢

V praxi opif vznikla nova syntax na rieSenie takychto neprijemnych tloh. Niektoré (avSak nie vSetky)
implementécie reguldrnych vyrazov obsahuju tzv. negativny lookahead: syntax, pomocou ktorej mozeme zapisat
vyrok ,od tohto miesta dalej sa nesmie nachidzat tato vzorka“. Nam by teda stacilo pomocou tejto syntaxe
zapisaf vyrok ,na zadiatku nagho refazca sa nesmie nachédzat vzorka .*aaa“.
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